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Kapitel 1

Endliche
Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Grundbegriffe

Erste wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen sind von dem fran-
zosischen Mathematiker P. S. de Laplace (1749 — 1827) {iberliefert. Er
definierte die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Ereignisses als
das Verhéltnis der Zahl der giinstigen Félle zu der aller moglichen Féllen
(siehe [5]). Diese geniigt heute nicht mehr den modernen wissenschaftli-
chen Anspriichen. Sie werden vielleicht an ein Gliickspiel gedacht haben.
Problematisch wird es, wenn sie nach der Wahrscheinlichkeit fiir eine
Médchen— oder Knabengeburt einer schwangeren Frau fragen, wenn
das Geschlecht noch nicht feststeht. Sicherlich bereitet es Thnen keine
Schwierigkeiten, von der eventuell fiir ein Geschlecht diskriminierende
Ausdrucksweise ”giinstig” zu abstrahieren. Solche Abstraktionen wer-
den aber in der Mathematik methodisch durchgefiihrt. Dafiir gibt es
zwei Griinde. Zum einen fithren Definitionen von Begriffen, die Anleihen
aus den nicht immer eindeutigen Vorstellungen aus der alltdglichen Er-
fahrungswelt machen, zu Verwirrungen. In der Wissenschaftsgeschichte
gibt es sogar Beispiele fiir daraus resultierende Widerspriiche. In einer
Wissenschaft sollte auch eine groBit mogliche Klarheit iiber die Ver-
wendungsweise der gebrauchten Begriffe hergestellt werden, denn diese
gehort auch zum Wissen iiber den Gegenstand einer Wissenschaft. Zum
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anderen bedeutet Abstrahieren Absehen vom Unwesentlichen und Her-
vorheben des Wesentlichen. Dieses verspricht eine groflere Palette von
Anwendungsmoglichkeiten. Wenn Sie sich nun nochmal nach der Wahr-
scheinlichkeit fiir eine Madchengeburt fragen, so wére sie nach Laplace
1/2. Statistische Untersuchungen legen aber die Vermutung nahe, daf§
die Wahrscheinlichkeit geringfiigig von 1/2 abweicht. Das ist mit der
Laplaceschen Definition nicht so ohne weiteres zu vereinbaren. Vollig
unvereinbar damit wére die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir eine
gewisse Grofle oder Gewicht des neugeborenen Babys. Diese Miéngel
werden heutzutage durch einen axiomatischen Aufbau der Wahrschein-
lichkeitstheorie behoben.

Fiir eine axiomatische Vorgehensweise hat sich heute in allen Zwei-
gen der Mathematik die Sprache der Mengenlehre als optimal erwiesen
und sich daher durchgesetzt. G. Cantor (1845 — 1918) legte den Begriff
der Menge folgendermaflen fest:

Definition 1.1.1 Unter einer Menge versteht man jede Zusammenfas-
sung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten unsere Anschau-
ung und unseres Denkens, welche Elemente der Menge genannt werden,
zu einem Ganzen.

Wie sie vielleicht unschwer bemerkt haben, entlehnt auch diese Defi-
nition Vorstellungen aus der alltdglichen Umgangsprache. Tatséchlich
fithrt sie zu Widerspriichen. ! Daher bemiihten sich Mathematiker er-
folgreich um eine Axiomatisierung der Mengenlehre. Es wiirde jedoch
den Rahmen diese Buches sprengen, die Axiome der Mengenlehre zu
erldautern. Daher werden wir die Mengenlehre im Cantorschen Sinn ver-
wenden. Diese wird auch naive Mengenlehre genannt. In den meisten
Féllen fiihrt die naive Mengenlehre zu keinen Widerspriichen, insbeson-
dere nicht, wenn man es mit endlichen Mengen zu tun hat. Fiir unsere

' Am bekanntesten ist die Russelsche Antinomie. Man bilde die Menge M aller
Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten. Wenn nun M sich selbst als
Element enthélt, dann kann nach Definition M sich nicht selbst als Element ent-
halten. Und umgekehrt: wenn M sich nicht selbst als Element enthélt, dann mufl
nach Definition M sich selbst als Element enthalten. Das erinnert an die Antinomie
vom Dorfbarbier: der Dorfbarbier rasiert genau alle diejenigen, die sich nicht selbst
rasieren. Wenn der Dorfbarbier sich selbst rasiert, dann rasiert er sich nach der
Tatigkeitsbeschreibung seiner Berufsausiibung nicht selbst und umgekehrt.
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Zwecke reicht die naive Mengenlehre vollig aus. Es werden insbesondere
in diesem Buch keine Begriffe gebraucht, aus denen sich Widerspriiche
abgeleitet werden kénnen.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Aussagen iiber zufillige
Ergebnisse von gewissen Vorgéangen getroffen. Ein solcher Vorgang heifit
ein Zufallsexperiment.? Z. B. kann man an einen Miinzwurf denken. Die
moglichen Ergebnisse dieses Zufallsexperimentes sind Kopf oder Zahl.

Definition 1.1.2 Alle moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperimentes
nennen wir Elementarereignisse. Die Menge aller Elementarereignis-
se heifit die Ereignismenge. Sie wird i. A. mit ) bezeichnet. Wenn €
nur endlich viele Elemente enthdlt, dann nennen wir ) eine endliche
Ereignismenge. Die Teilmengen einer endlichen Ereignismenge heifien
Ereignisse. 3 Wir sagen, ein Ereignis A C Q tritt ein, wenn es eine Ele-
mentarereignis w € A gibt, welches eintritt, also welches als Ergebnis
eines Zufallsexperimentes beobachtet wird. Q) heifit das sichere Ereignis
und () das unmégliche Ereignis.

Die Ereignismenge ist nicht immer eindeutig bestimmt. Diese héngt
davon ab, was wir als Ergebniss eines Zufallsexperiment definieren. So
kénnen wir beim Werfen eines Wiirfels die Augenzahl zu einer Ereig-
nismenge

Q = {w1, ws, w3, wy, ws, we }

zusammenfassen oder wir konnen uns dafiir interessieren, ob die Au-
genzahl gerade bzw. ungerade ist, d. h. wir erhalten eine Ereignismenge
mit zwei Elementen:

Q = {wl,wg}.

Weiterhin werden wir jedem FEreignis eine Wahrscheinlichkeit P zu-
ordnen. Im ersten Fall wiirden wir jedem Elementarereignis die Wahr-

2Es braucht sich dabei nicht um ein Experiment im klassischen Sinn zu handeln,
also um einen kiinstlich hervorgerufenen Vorgang, sondern kann auch ein natiirlicher
Vorgang sein, wie etwa die Vererbung in der ”freien” Natur

3Bei unendlichen Ereignismengen treten sehr tiefliegende mathematische Proble-
me auf, so daf es nicht zweckmBig ist, jede Teilmenge als ein Ereignis zu definieren,
da man dann nicht immer in einer konsistenten Art und Weise einem Ereignis ei-
ne Wahrscheinlichkeit zuordnen kann. In solchen Féllen ist es sinnvoll, sich ein
besonders ausgezeichnetes Mengensystem als Ereignisse zugrundezulegen. Aus di-
daktischen Griinden werden wir das aber zunéchst zuriickstellen



scheinlichkeit 1/6 und im zweiten Fall die Wahrscheinlichkeit 1/2 zuord-
nen. * Wir kénnen aber auch im ersten Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir
bestimmen, dafl eine gerade Augenzahl gewiirfelt worden ist, ndmlich:

P({ws,wy, we}) = P({wa})+P({wi})+P({ws}) = 1/6+1/6+1/6 = 1/2.

Intuitiv leuchtet es also ein, dafl es sinnvoll ist, die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses dadurch zu berechnen, indem man die Wahrscheinlich-
keiten der Elementarereignisse dieses Ereignisses aufsummiert. Ebenso
erscheint es sinnvoll, dem sicheren Ereignis die Wahrscheinlichkeit eins
zuzuordnen und dem unmoglichen Ereignis die Wahrscheinlichkeit null,
also P(©) = 1 und P()) = 0. solche Eigenschaften der Wahrschein-
lichkeit werden wir axiomatisieren. Zunéchst werden wir aber etwas
iiber mengentheoretische Operationen auf den Ereignissen kennenler-
nen, auch weil dann die Axiomatisierung besser motiviert ist.

Sei im folgenden eine Ereignismenge €2 gegeben und zwei Ereignisse
A, B C . Wir konnen die Vereinigung, den Durchschnitt von A und
B, sowie das Komplement von A bilden. Diese mengentheoretischen
Operationen besitzen gewisse Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpre-
tationen. Betrachten wir zunéchst die Vereinigung. Sie ist wahrschein-
lichkeitstheoretische wie folgt definiert:

AU B ={w|w € A oder w € B},

sie besteht also aus allen Elementen, die in A oder B enthalten sind.
Nach der Definition 1.1.2 tritt AU B ein, wenn es ein Elementarereignis
w € AU B gibt, welches eintritt. Da dann dieses Elementarereignis w
ein Element von A oder von B ist, heifit das, dafl A oder B eintritt.

Wir erhalten eine analoge wahrscheinlichkeitstheoretische Interpre-
tation fiir den Durchschnitt:

ANB ={wjw e Aund w € B}.

4Genaugenommen ordnen wir Wahrscheinlichkeiten Ereignissen, also Mengen
zu. Da ein Elementarereignis keine Menge sondern ein Element einer Menge ist,
ist es daher nicht sinnvoll, von der Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses
zu sprechen. Es fithrt aber zu keinen weiteren Konfusionen, wenn wir in diesem
Zusammenhang ein Elementarereignis mit dem Ereignis identifizieren, das nur dieses
Elementarereignis als Element enthélt und kein anderes.



Der Durchschnitt tritt dann ein, wenn A und B eintritt, denn ein Ele-
mentarereignis w € AN B ist eine Element von A und von B.
SchlieBlich erhalten wir fiir das Komplement A:

A={wew¢ A}

die Interpretation, da8 A eintritt, wenn A nicht eintritt. Wir sagen dafl
A nicht eintritt, wenn es kein Elementarereignis w € A gibt, das eintritt.
Dann muf} aber das eintretende Elementarereignis in dem Komplement
A liegen. Bei dieser Argumentation geht wesentlich ein, dafl  aus allen
moglichen Ergebnissen eines Zufallsexperimentes besteht.

Schliellich ist es fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wesentlich, die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A oder B zu bestimmen, wenn
das Eintreten von A und B sich gegenseitig ausschlieit, also P(AUB) zu
bestimmen, wenn ANB = (). Eine Vereinigung von zwei elementfremden
Mengen wird in der Mengenlehre disjunkt genannt. Intuitiv ist es klar,
daB man dann die Wahrscheinlichkeit nach der Formel P(A U B) =
P(A)+ P(B) berechnen kann. Diese Eigenschaft der Wahrscheinlichkeit
werden wir axiomatisch fordern. Als Beispiel kann man sich das Lotto
vor Augen fithren. Vielleicht stellen sie sich nicht nur die Frage, wie grof3
die Wahrscheinlichkeit ist, sechs Richtige zu haben (die ist ohnehin sehr
gering), sondern genau fiinf oder sechs Richtige angekreuzt zu haben.
Da das Eintreten dieser beiden Ereignisse sich gegenseitig ausschlief3t,
werden sie vollig richtig die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
sechs Richtigen und die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von fiinf
Richtigen ausrechnen und die zwei Ergebnisse addieren.

Die nun folgende Definition scheint nun sinnvoll fiir den Aufbau der
endlichen Wahrscheinlichkeitstheorie zu sein:

Definition 1.1.3 Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Paar
(Q, P), wobei S eine endliche Ereignismenge ist und P eine Abbildung

P:PQ) — [0,1].

P(Q) bezeichnet hier die Potenzmenge, d. i. die Menge aller Teilmengen
von ). P ordnet also jeder Teilmenge aus ) eine reelle Zahl aus dem
Intervall [0,1] zu. P ist durch folgende Eigenschaften ausgezeichnet:
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P(Q)=1 und P(0)=0,

2. fir disjunkte A, B C Q0 gilt:
P(AUB) = P(A)+ P(B).
Diese Figenschaft von P wird auch Additivitdt genannt.

Aus der Additivitdt der Wahrscheinlichkeit ergibt sich ohne weite-
res, dafl die Wahrscheinlichkeit P schon eindeutig bestimmt ist, wenn
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten jedes Elementarereignisses fest-
steht. Beim Wiirfeln wire diese etwa 1/6 fiir jedes Elementarereignis,
wenn €2 die Menge der mogliche Augenzahlen ist. Die Wahrscheinlich-
keit fiir das Eintreten eines beliebigen Ereignisses A C () berechnet sich
dann dadurch, dafl man die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreten aller
Elementarereignisse, die in A enthalten sind, aufsummiert, also:

P(A) = 3 P(w).

w€eA

Bemerkung: Die Forderung P()) = 0 ist eigentlich iiberfliissig, denn
Q ist die disjunkte Vereinigung von Q und (), da = QU und QN( = 0,
woraus sich ergibt:

P(Q) = P(QUO) = P(Q) + P(D).

Wenn wir nun von der rechten und der linken Seite P(2) abziehen,
erhalten wir P((})) = 0.

Aus der Definition 1.1.3 kénnen wir leicht folgern, wie man die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Komplementes eines Ereig-
nisse A ausrechnen kann, wenn P(A) bekannt ist.  ist ndmlich die
disjunkte Vereinigung von A und A. Damit haben wir:

1=P(Q)=P(A UZ) = P(A) + P(Z),
woraus wir leicht die Formel

P(A)=1- P(A)
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folgern. Es ist intuitiv auch klar, dafl sie die Wahrscheinlichkeit dafiir
kennen, daf} sie beim Lotto keine fiinf oder sechs Richtigen angekreuzt
haben, wenn sie die Wahrscheinlichkeit kennen, sechs oder fiinf richtige
angekreuzt zu haben.

Die Definition 1.1.3 legt eine einfache Relation zwischen der Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens einer disjunkten Vereinigung von zwei Fr-
eignissen A und B und der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
A und der fiir das Eintreten von B fest. Wir kénnen aber auch eine
komplizierter Beziehung folgern, die niitzlich ist, wenn die Vereinigung
von zwei Ereignissen nicht disjunkt ist. Dafiir betrachten wir zunéchst
ein Beispiel, welches auch als Ubung zur wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Modellbildung geeignet ist. Angenommen, sie interessieren sich
fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl beim einmaligen Wiirfeln die Augen-
zahl gerade oder durch drei teilbar ist. Als Ereignismenge wéhlen wir
uns Q = {wy,ws,ws, wy,ws,we}, als erstes Ereignis A = {wq, ws, ws}
und als zweite Ereignis B = {ws,ws}. Wie man leicht sie, sind A
und B nicht disjunkt, denn A N B = {wg}. Wir konnen also nicht
ohne weiteres die Additivitét ausniitzen. Uberlegen wir uns aber trotz-
dem, was wir erhalten, wenn wir P(A) + P(B) ausrechnen. Elemen-
tares rechnen ergibt: 1/2 + 1/3 = 5/6. Andererseits bekommen wir
P(AU B) = 4/6 = 2/3. Die Differenz erklirt sich dadurch, dafl wir
bei der ersten Rechnung die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des
Durchschnittes A N B doppelt berechnet haben. Das sieht man auch
ein, wenn man die Vereinigung A U B als disjunkte Vereinigung dar-
stellen, namlich z. B. AU (B \ (A N B)). Ahnlich wie oben die For-

mel P(A) =1 — P(A) hergeleitet wurde, iiberlegen sie sich leicht, dafl
P(B\ (AN B))= P(B) — P(AN B). Damit erhalten sie:

P(AU(B\(ANB)))=P(A)+ P(B)— P(ANB).
Es gilt daher der Satz:

Satz 1.1.1 Sei Q ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und A, B C
Q zwei Ereignisse, dann gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Diese Aussage stellt eine Verallgemeinerung der Additivitéat dar, da bei
einer disjunkten Vereinigung P(AN B) = 0.
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Dieser Satz soll noch durch ein weiteres Beispiel unter einer anderen
Perspektive beleuchtet werden.

Beispiel 1.1.1 Nehmen wir an, eine Krankheit duflert sich durch min-
destens eines von hochstens zwei Symptomen Sy und Sp. Das Ereignis,
daB ein Patient das Symptom S, hat, bezeichnen wir mit A, und dafl
er das Symptom Sp hat mit B. Weiterhin sei P(A) und P(B) be-
kannt. Uns interessiert, mit welcher Wahrscheinlichkeit beide Sympto-
me gleichzeitig auftreten, also P(ANB). Da es nur die beiden Symptome
Sa und Sp gibt, haben wir P(AU B) = 1, und damit nach dem obigen
Satz

1 = P(A) + P(B) — P(AN B),

woraus sich P(AN B) berechnen 1a8t. Im ersten Teil von Beispiel 1.3.2
wird ein Zahlenbeispiel durchgerechnet. °

Wichtige und sehr instruktive Spezialfille der endlichen Wahrschein-
lichkeitsraume sind diese, bei denen jedes Elementarereignis die gleiche
Wahrscheinlichkeit besitzt. Solche Rdume heiflen Laplace’sche Wahr-
scheinlichkeitsrdaume und Zufallsexperimente mit gleich wahrscheinli-
chen Elementarereignissen Laplaceexperimente. Sei (2, P) ein Laplace’scher
Wahrscheinlichkeitsraum, dann berechnet sich die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten eines Ereignisses A C €2 nach der Formel von La-
place:

14

P(A) = g1

(1.1)

wobei wir fiir eine endliche Menge M die Anzahl der Elemente mit | M|
bezeichnen. Auch wenn sie vielleicht intuitiv einleuchtet, 148t sie sich

SWir konnten unsere Uberlegungen durchfiihren, ohne explizit eine Ereignis-
menge anzugeben. Da es nur die beiden Symptome S4 und Sp gibt, haben wir
Q = AU B, und somit P(AU B) = 1, was fiir die weiteren Berechnungen ausrei-
chend war. Es ist aber auch nicht allzu schwer, eine Ereignismenge zu konstruieren.
Z.B.: Q = {{Sa},{S5}{Sa,Sp}}. Wir haben dann: A = {{Sa},{Sa,Sp}} und
B ={{Sp}{Sa,SB}}. Aus der Kenntnis von P(A) sowie P(B) ldfit sich dann nicht
nur P(AN B) berechnen, sondern die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines je-
den Elementarereignisses. Wie? Aus den gegebenen Informationen kénnen wir dann
also den gesamten endlichen Wahrscheinlichkeitsraum bestimmen.
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ohne Schwierigkeiten aus der Additivitdt herleiten:

P = X P({wh) = X 17 = Al

weA wEA

Hier haben wir ausgenutzt, dafl wenn jedes Elementarereignis die glei-
che Wahrscheinlichkeit besitzt, diese dann \ﬁl| sein muf}; und dafl wir in
der zweiten Summe |A| gleiche Summanden haben.

Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsrdume koénnen als Urnenmodelle
vorgestellt werden. Wir beschrénken uns zunéchst der Einfachheit we-
gen auf Laplaceexperimente mit zwei mogliche Ausgédngen. Dazu stellen
wir uns eine Urne vor, die N; schwarze Kugeln und N, weifle Kugeln
enthélt. N = N; 4+ N, ist dann die Gesamtzahl der Kugeln. Wird nun
zufillig eine Kugel gezogen, nachdem sie gut durchmischt wurden sind,
so betriagt die Wahrscheinlichkeit dafiir, eine schwarze Kugel zu ziehen
N/Ny, und dafiir, eine weifle zu ziehen N/Ny. Es sei bemerkt, dafl es
sich um eine Modell handelt, und in Wirklichkeit es sich nicht um weife
oder schwarze Kugeln zu handeln braucht, sondern z. B. um Erfolg oder
Miflerfolg, Méadchen— oder Knabengeburt oder irgendetwas anderes.

Beispiel 1.1.2 Wenn wir annehmen, dal Maddchen— und Knabenge-
burt nicht gleichwahrscheinlich sind, konnen wir die Geburt u. U. auch
als Laplaceexperiment beschreiben, indem wir ein geeignetes Urnenmo-
dell betrachten. Dazu stellen wir uns eine Urne mit weiflen und schwar-
zen Kugeln vor, wobei das Verhéltnis der Anzahl der weiflen Kugeln zu
der Anzahl der schwarzen Kugeln dem Verhéltnis der Wahrscheinlich-
keit fiir eine Madchengeburt zu der einer Knabengeburt entspricht.

Interessant bei den Urnenmodellen ist nicht das einmalige Ziehen
einer Kugel, sondern das mehrmalige Ziehen, und z. B. die Frage, mit
welcher Wahrscheinlichkeit eine gewisse Anzahl von schwarzen oder
weilen Kugeln (Erfolg oder Miflerfolg) gezogen wird. Dabei ist es wich-
tig, ob die Reihenfolge der gezogenen Kugeln beriicksichtigt wird, und
ob die Kugel nach jeder Ziehung wieder zuriickgelegt wird oder nicht.
Zunéchst untersuchen wir das Urnenmodell mit Zuriicklegen und Bertick-
sichtigung der Reihenfolge. Die Beriicksichtigung der Reihenfolge driicken
wir dadurch aus, indem wir ein Elementarereignis als eine Sequenz von
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gezogenen Kugeln darstellen, namlich (kq, ..., k,) beim n-maligen Zie-
hen. Wenn wir also n mal ziehen und die Kugel jedesmal wieder zuriick-
legen, erhalten wir als Ereignismenge:

Q={(k1,....kn)|k; € K firi=1,...n},

wobei K die Menge der Kugeln bezeichne.

Da wir ein Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum untersuchen, ist
die Kenntnis der Anzahl der Elemente von €2 wichtig. Beschranken wir
uns zunéchst auf den Fall n = 2. Dann haben wir uns zu fragen, wieviele
mogliche Paare (ki, k2) es bei N Kugeln gibt. Wéhlen wir uns dafiir
erst ein beliebige aber feste Kugel k;, dann haben wir an der zweiten
Stelle N Moglichkeiten, sie mit einer der N Kugeln zu besetzten. Dieses
gilt fiir jede der zuerst beliebig gewihlten Kugel k;. Da wir fiir die
erste Stelle aber auch N Moglichkeiten haben, sie mit einer beliebig
gewihlten Kugel zu besetzen, haben wir insgesamt N? Moglichkeiten.

Ebenso iiberlegt man sich die Anzahl der Moglichkeiten von Trip-
peln (kq, ks, k3). Wenn man zunéchst die erste Stelle festhéilt, dann ha-
ben wir nach den vorangegangenen Uberlegungen N? Moglichkeiten,
die letzten beiden Stellen mit jeweils einer der N Kugeln zu besetz-
ten. Da wir fiir die erste Stelle N Moglichkeiten haben, bekommen wir
NN? = N3 Moglichkeiten.

Im allgemeinen Fall interessiert uns, wieviele Sequenzen (k1, ..., k;,)
es bei N Kugeln gibt. An der ersten Stelle haben wir N Moglichkeiten,
an der zweiten, dritten usw. ebenso. Wir erhalten dann N™ Moglich-
keiten.

Beim Urnenmodell mit N Kugeln und n—maligen Ziehen betragt die

Wahrscheinlichkeit fiir ein Elementarereignis w = (ky, ..., ky,)
1
P = —
(w) NTL )

wenn die Reihenfolge beriicksichtigt wird, und jede Kugel nach dem
Ziehen wieder zuriickgelegt wird.

Beispiel 1.1.3 Wir legen uns eine Urne mit N; schwarzen und Ny
weilen Kugeln zugrunde. Die Gesamtzahl der Kugeln ist dann N =
N1 4+ Ny. Wir ziehen zehn mal mit Zuriicklegen und Beriicksichtigung
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der Reihenfolge. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da} die
ersten fiinf Kugeln schwarz und die restlichen fiinf weifl sind? Die Er-
eignismenge ist dann

Q:{(kl,,km)’kleK flir © = 1,n}
und das interessierende Ereignis
A:{(kl,...,klo) €Q|]€1,...,k5 GS,kG,...,klo GW},

wobei S die Menge der schwarzen Kugeln, W die Menge der weiflen
Kugeln und K = S U W ist. Nach den obigen Uberlegungen haben
wir: [2] = N'0. Nun haben wir noch |A| zu bestimmen. Betrachten
wir eine Sequenz der Léange zehn, also (kq,. .., k1o) und tiberlegen uns,
wieviele Moglichkeiten wir haben, die ersten fiinf Stellen mit schwarzen
und die restlichen fiinf Stellen mit weilen Kugeln zu besetzen. Fiir die
erste Stelle haben wir N; Moglichkeiten, ebenso fiir die néchste vier
Stellen. Damit erhalten wir N Moglichkeiten, die ersten fiinf Stellen
mit schwarzen Kugeln zu besetzen. Analog bekommen wir N3 Moglich-
keiten, die letzten fiinf Stellen mit weilen Kugeln zu besetzen. Daraus
ergibt sich |A| = N7NJ. Nach der Formel von Laplace (siehe (1.1))
haben wir dann:

_ Al NN

- | Q| T ON10

Man macht sich leicht klar, daf die gleiche Wahrscheinlichkeit heraus-
kommt, wenn nicht die ersten fiinf Stellen mit schwarzen Kugeln besetzt
werden sollen, sondern beliebige andere, sowie die restlichen mit wei-
Ben Kugeln. Man hat dann an jeder der fiinf Stellen, die mit schwarzen
Kugeln besetzt werden sollen, N; Moglichkeiten, und fiir die restlichen
fiinf Stellen Ny Moglichkeiten, und man kann so wie oben verfahren.

P(A)

Wie wir gesehen haben, lduft die Berechnung von Wahrscheinlich-
keiten eines Laplaceexperimentes darauf hinaus, die Anzahl von Ele-
menten gewisser Mengen zu bestimmen. Der Zweig der Mathematik,
welcher sich damit beschéftigt, heiffit Kombinatorik. Wir werden im
folgenden alle Aussagen der Kombinatorik auf das sogenannte Grund-
abzahlprinzip zuriickfithren, fiir das wir schon einen ersten Eindruck
gewonnen haben.
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Satz 1.1.2 (Grundabzihlprinzip) Seien My, Ms, ..., M, n endliche Men-
gen und
Q={(my,...,my)|mq € My,...,m, € M,},

(Q besteht also aus allen Sequenzen der Linge n, wobei jeweils die er-
sten Stelle mit einem Element aus My besetzt wird, die zweite mit einem
Element aus My usw.) dann ist

Q| = | M| x [ M| x -+ x [M,].

(Wenn wir |My| Mdglichkeiten haben, die erste Stelle zu besetzten, | M|
Modglichkeiten haben, die zweite Stelle zu besetzten, usw, dann multipli-
zieren sich die Méglichkeiten.)

Beispiel 1.1.4 Nucleinsduren RNS und DNS bestehen aus einer Fol-
ge von vier Basen, ndmlich Adenin, Cytosin, Guanin und Uracil bzw.
Thymin. Die DNS kann aus einer Folge von 10 000 bis 100 000 solcher
Bausteine bestehen. Nach dem Grundabzihlprinzip gibt es dann 419000
bis 4190900 magliche DNS.

Die Bedeutung des Grundabzéahlprinzips erschopft sich nicht nur
darin, die Anzahl der Elemente einer Menge zu bestimmen, deren Ele-
mente gewisse Sequenzen sind, sondern auch andere Aussagen der Kom-
binatorik. Z. B. kann man mit dem Grundabzéhlprinzip die Menge aller
Teilmengen mit einer gewissen Anzahl von Elementen einer endlichen
Menge bestimmen. Solche Uberlegungen spielen bei Urnenmodellen oh-
ne Beriicksichtung der Reihenfolge eine wichtige Rolle. Wir werden aber
erst einige niherliegende Uberlegungen anstellen.

Beispiel 1.1.5 Wir untersuchen ein Urnenmodell mit Beriicksichti-
gung der Reihenfolge, aber ohne Zuriicklegen. Es sei also eine Urne
mit N Kugeln gegeben und es soll n mal gezogen werden, wobei die
Kugel jedesmal nicht zuriickgelegt wird. Dabei ist es sinnvoll, n < N
anzunehmen. Wenn K die Menge der Kugeln ist, dann hat die Ereig-
nismenge folgende Gestalt:

Q - {(kl,kg,...,kn>’k1 € K, kz € K\{kl},...,kn € K\{l{fl,...,knfl}}.

( Durch ky € K\ {k1} wird ausgedriickt, dal nach dem ersten Ziehen
die erste Kugel nicht mehr zuriickgelegt worden ist, usw, und schlieflich
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sind beim n—ten Ziehen die ersten n—1 Kugeln nicht mehr zuriickgelegt
worden, was durch k, € K \ {ki,...,k,_1}} ausgedriickt wird.) Nach
dem Grundabzahlprinzip haben wir:

|Q = [K|[KN\{Ea 3] [ KNk, kel = N(N=1) - (N = (n—1)).

Falls N = n ist, also falls so oft eine Kugel ohne Zuriicklegen gezogen
wird, wie es Kugeln in der Urne gibt, erhalten wir:

nn—1)---21=nl.

Diese Grofie heiit n—Fakultit, (Schreibweise: n!). Fiir sie gibt es noch
eine andere Interpretation. Sie ist ndmlich die Anzahl der Moglichkei-
ten, n Elemente einer Menge in einer Reihenfolge anzuordnen. Somit
haben wir eine Folgerung eingesehen.

Folgerung 1.1.3 Sei Q2 eine Menge mit n Elementen, dann gibt es n!
Maglichkeiten, sie in einer Rethenfolge anzuordnen.

Wir wollen uns nun iiberlegen, wieviele Mdéglichkeiten es gibt, aus
einer n—elementigen Menge eine k—elementige Menge auszuwéhlen. Da-
zu ordnen wir zuerst hilfsweise die & Elemente in einer Reihenfolge an.
6 Nach dem Beispiel 1.1.5 gibt es dafiir

nn—1)--n—k+1

Moglichkeiten. Da bei Mengen, insbesondere bei Teilmengen, die Rei-
henfolge nicht beriicksichtigt wird, haben wir noch durch die Anzahl
der moglichen Reihenfolgen zu dividieren. Nach Folgerungl.1.3 betrégt
sie k!, also bekommen wir fiir die Anzahl der k—elementigen Mengen
einer n—elementigen Menge:

nn—1)--n—Fk+1

k! '

Wenn dieser Bruch mit (n—k)! erweitert wird, erhalten wir die elegante-
re Form #lk)' Man bezeichnet den Ausdruck auch mit dem Symbol
Z), welcher auch Binomialkoeffizient genannt wird. Es gilt also der
folgende Satz:

5Das konnen wir uns auch als Urnenmodell vorstellen, indem aus einer Urne mit
n Kugeln & mal ohne Zuriicklegen mit Beriicksichtigung der Reihenfolge gezogen
wird.
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Satz 1.1.4 Sei ) eine Menge mitn Elementen, dann gibt es (Z) Moglich-

keiten, eine Teilmenge mit k Elementen auszuwdhlen. Hierbei wird (3) =
1 gesetzt.

Beispiel 1.1.6 Vielleicht haben Sie sich schon einmal gefragt, wieviele
Moglichkeiten es gibt, beim Lotto sechs Zahlen aus 49 anzukreuzen.
Nach dem obigen Satz sind es (469) = 13983816 Moglichkeiten. Da das
Lottospiel ein Laplaceexperiment ist, ist die Wahrscheinlichkeit, sechs
Richtige anzukreuzen 1/13983816.

Bemerkung: Es soll nicht verschwiegen werden, woher der Begriff
Binomialkoeffizient stammt. Er ist ndmlich kein Wort der Kombinato-
rik, sondern der Algebra, und bezeichnet die Koeffizienten von (a+b)",
wenn man letzteren Term ausmultipliziert. Falls n = 2, dann haben wir

nach einer bekannten binomischen Formel die Koeffizienten 1 = (3),

2=(}),1=(3). Wenn wir (a+b)" = (a+1b)--(a +b) ansmultipli-
zieren, dann erhalten wir eine Summe mit allen moglichen Summanden
der Form a*b" %, wobei k alle natiirlichen Zahlen zwischen null und n
durchlauft. Fixieren wir ein beliebiges k und iiberlegen uns, wieviele
Summanden a*b"* es gibt! Da a*b"~* aus n einzelnen Faktoren, die
entweder a oder b sind, besteht, und alle Kombinationen aus &k a’s vor-
kommt, haben wir uns zu iiberlegen, wieviele solche Faktoren es gibt,
die aus genau k a’s besteht, wenn wir n a’s zur Auswahl haben. Das ist
aber die Anzahl der k—elementigen Teilmengen aus einer n—elementigen
Menge, also (Z) Somit erhalten wir die (verallgemeinerte) binomische
Formel:

(@) =3 (Z) a bk, (1.2)

k=0

Beispiel 1.1.7 Wir wollen die Anzahl aller Teilmengen einer endli-
chen Menge mit n Elementen bestimmt werden. Da die Anzahl aller
Teilmengen mit & Elementen (Z) ist, haben wir {iber aller k£ zwischen
null und n zu summieren. Wenn wir (Z) = (Z) 1¥1"=* beriicksichtigen

"Es gibt eine genau Moglichkeit, die leere Menge als Teilmenge einer beliebigen
Menge auszuwéhlen.
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und die binomische Formel anwenden, erhalten wir:

3 (Z) = (Z)mnk —(1+1)"=2"
k=0 k=0

Dieses Ergebnis kénnen wir auch direkt aus dem Grundabzahlprin-
zip herleiten. Dazu ordnen wir jedem Element einer Menge mit n Ele-
menten eine genau eine Stelle einer Sequenz der Lénge n zu. Die ein-
zelnen Stellen der Sequenz besetzen wir mit 1 oder 0, je nach dem,
ob das dieser Stelle zugeordnete Element in einer bestimmten Teilmen-
ge enthalten ist oder nicht. Dadurch erhalten wir eine eindeutige und
umkehrbare Zuordnung zwischen den Teilmengen einer n—elementigen
Menge und den Sequenzen der Lange n mit den Eintrédgen 1 und 0.
Nach dem Grundabzéhlprinzip gibt es 2" solche Sequenzen.

Wir haben gesehen, daffl man jeder k—elementigen Teilmenge einer
n—elementigen Menge nach obiger Vorschrift genau eine Sequenz der
Lange n zuordnen kénnen, bei der k Stellen mit Einsen und n — k Stel-
len mit Nullen besetzt sind. Da es genau (Z) k—elementige Teilmengen
einer n—elementigen Menge gibt, existieren ebensoviele Sequenzen der
Lénge n mit £ Einsen und n — k£ Nullen. Das Resultat kénnen wir auch
folgendermaflen interpretieren: es gibt genau (Z) Moglichkeiten, & wei-
Be und n — k schwarze Kugel auf eine Sequenz der Lange n zu verteilen.
Dieser Sachverhalt ist fiir den folgenden Satz wichtig.

Satz 1.1.5 FEs sei eine Urne mit Ny weiffen und Ny schwarzen Ku-
geln sowie insgesamt N = Ny + Ny Kugeln gegeben. Wenn n mal mit
Zuriicklegen und Berticksichtigung der Reihenfolge eine Kugel gezogen
wird, dann ist die Wahrscheinlichkeit, k weiffe und n — k schwarze zu

ziehen, gleich
n\ NFNy—F
k Nno

Beweis: Die Ereignismenge ist:
Q={(ky,....kx)|k1,..., k, € K},

wobei K die Menge der Kugeln bezeichnet. Das interessierende Ereignis
ist:

A ={(k1,..., k) € Q|k Stellen sind mit schwarzen Kugeln besetzt,
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n — k mit weilen}.

Nach der Formel von Laplace haben wir || und |A| zu bestimmen.
Nach dem Grundabzahlprinzip ist |2 = N”. Um |A| zu bestimmen,
iiberlegen wir uns zuerst, wieviele Moglichkeiten wir haben, die ersten &
Stellen mit weiflen Kugeln zu besetzten und die restlichen mit schwarzen
Kugeln. Wir erhalten wieder nach dem Grundabzihlprinzip: NFN3—F.
Man macht sich leicht klar, daff man nach dem Grundabzihlprinzip
genausoviele Moglichkeiten erhélt, wenn man nicht die ersten k Stel-
len mit weiflen Kugeln besetzt, sondern sich beliebige andere k Stellen
auswahlt, weil man dann an jeder dieser k Stellen Ny und an jeder der
restlichen n — & Stellen Ny Moglichkeiten hat, sie zu besetzen. (siche
Beispiel 1.1.5) Da es (Z) Moglichkeiten gibt, aus n Stellen sich k Stellen
auszuwahlen, um sie mit weilen Kugeln zu besetzen und die restlichen
Stellen mit schwarzen, bekommen wir:

Al = (Z) NEND—E,
Nach der Formel von Laplace ist dann:

_A[ _ (m\ NENG
PA) =190 = ) "

Beispiel 1.1.8 In einer Population gibt es fiir ein gewisses Gen zwei
Allele, A und a, wobei A zu 30 % und a zu 70 % vorkommt. Weiterhin sei
A dominant. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt bei einer zufélligen
Paarung der Nachkomme die Merkmalsauspriagung, welche durch A
vererbt wird? Es sei dabei vorausgesetzt, daf3 die zwei Allele bei beiden
Geschlechtern gleichermafien zu 30 % bzw 70 % vorkommen. (Préziser:
in den Keimzellen beider Geschlechter betrégt das Verhéltnis 3/7.)
Dieses 1488t sich durch ein Urnenmodell beschreiben. Dazu stellen
wir uns eine Urne mit 100 Kugeln vor, wobei 30 mit A und 70 mit a
beschriftet sind. ® Wir ziehen nun zweimal, wobei wir die Reihenfolge
beriicksichtigen. Das erste Ziehen entspricht dann der Wahl eines Weib-
chen und der zweite der Wahl eines Méannchen. Da die beiden Allele

8Es wiirden auch 10 Kugeln geniigen, wenn 3 mit A und 7 mit A beschriftet
sind. Es muflen nur die relativen Haufigkeiten bewahrt werden
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bei beiden Geschlechtern in der gleichen relativen Haufigkeit auftreten,
konnen wir so tun, als ob wir die Kugel nach dem ersten Ziehen wieder
zuriicklegen, bevor wir die zweite Kugel ziehen. Nun ist die Frage zu
beantworten, mit welcher Wahrscheinlichkeit mindesten eine Kugel mit
der Aufschrift A gezogen wird. Dieses Ereignis kann in zwei disjunkter
Ereignisse aufgespalten werden: es werden zwei Kugeln mit der Auf-
schrift A gezogen, und es wird genau eine Kugel mit der Aufschrift A
gezogen. Fiir das erste Ereignis gibt es nach dem Grundabzihlprinzip
30% Moglichkeiten. Daher ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
dieses Ereignisses nach der Formel von Laplace 30?/100?. Fiir das zwei-
te Ereignis erhalten wir nach Satz1.1.5: (?) 30%100/100%. Da die beiden
Ereignisse sich gegenseitig ausschliefen, also disjunkt sind, kénnen wir
die zwei Wahrscheinlichkeiten addieren.

Nachdem Urnenmodelle mit Zuriicklegen und Beriicksichtigung der
Reihenfolge untersucht worden sind, liegt es nahe, zwischen vier ver-
schiedenen Typen von Urnenmodellen zu unterscheiden, ndmlich:

1. Urnenmodelle mit Zuriicklegen und Beriicksichtigung der Reihen-
folge,

2. Urnenmodelle mit Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge,

3. Urnenmodelle ohne Zuriicklegen und Beriicksichtigung der Rei-
henfolge,

4. Urnenmodelle ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der
Reihenfolge.

In der Praxis spielen nur der erste und der vierte Typ eine Rolle. Beim
zweiten Typ hat man es noch nicht einmal mit Laplaceexperimenten zu
tun, da nicht alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich sind. Wir
wenden uns daher gleich dem vierten Typ zu.

Es sei eine Urne mit N Kugeln, wobei davon N; weifl und N, schwarz
sind, gegeben. Ein interessierendes Ereignis ist, dafl von n zufillig gezo-
genen Kugeln nq, weify und ny schwarz sind. Als Ereignismenge A wihlen
wir uns die Menge alle n—elementigen Teilmengen aus der Menge aller
Kugeln K:

Q={{ky,....k,} C K}.
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Nach Satz1.1.4 haben wir:

a-2)

Da das interessierende Ereignis A aus n; weiflen und n, schwarzen
Kugeln besteht, und wir

1. (gll) Moglichkeiten haben, aus N; weilen Kugeln uns n; aus-
zuwéhlen,

2. (522) Moglichkeiten haben, aus N, schwarzen Kugeln uns ny aus-

zuwéhlen,
N1\ [Ny
4= ()G
nq N9

Damit erhalten wir nach der Formel von Laplace den folgenden Satz:

bekommen wir:

Satz 1.1.6 Es sei eine Urne mit Ny weiffen und Ny schwarzen Kugeln
sowie N = Ny + Ny Kugeln gegeben. Wenn n Kugeln ohne Zuriickle-
gen und ohne Berticksichtigung der Reihenfolge gezogen werden, dann
ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des Ereignisses A, daf$ ny
weiffe und ny schwarze zu ziehen, gleich:

N1\ (N
Py A G)G)
()
Beispiel 1.1.9 Das Lotto 6 aus 49 kann als Urnenmodell ohne Zuriick-
legen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge beschrieben werde.

Dazu stellen wir uns eine Urne mit 49 Kugeln vor, wobei 6 weif3 und
43 schwarz sind. Nach Satz 1.1.6 erhalten wir als Wahrscheinlichkeit,

1. 6 Richtige zu haben,

(©)(5) 687
(469) 166474
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[\)

. 5 Richtige zu haben,

2)(F) 4075
(469) 332948’

w

. 4 Richtige zu haben,

(%) ss15

() = 499422’

W

. 3 Richtige zu haben,

6)(E) _ e

() 665896

(S48

. 2 Richtige zu haben,

G)) s

(%) ~ 2330636’

6. eine Richtige zu haben,

7. keine Richtige zu haben,

(6) (%) 1

(¥) ~ 13983816

Beispiel 1.1.10 (Capture—Recapture-Methode:) Durch die hier
vorgestellte Methode wird die Grole von wildlebenden oder anderen
Populationen geschétzt. Stellen sie sich vor, ein Karpfenteichbesitzer
will seinen Fischbestand schétzten, ohne den Teich leerzufischen. Er
fangt lediglich 10 Karpfen, markiert sie mit einem roten Punkt, und 148t
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Abbildung 1.1: Die Wahrscheinlichkeit fiir das eingetretene Ereignis in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Fische im Teich.

sie dann wieder frei. Nach dem sie sich gut durchmischt haben, fingt
er wieder 10 Fische und stellt fest, dafl von den gefangenen Fischen
genau einer mit einem roten Punkt markiert ist. Intuitiv werden sie
sicherlich daraus folgern, dafl die markierten Karpfen so in etwa den
zehnten Teil aller Karpfen ausmachen. Es gibt nun eine statistische
Schétzmethode, die Maximum-Likelyhood—Schétzung, die zu diesem
Resultat fithrt. Dazu stellen wir uns den Fischteich als eine Urne vor,
wobei im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen die Anzahl N aller
Kugeln unbekannt ist. Die Wahrscheinlichkeit, neun unmarkierte und
einen markierten Fisch zu fangen, hiangt also von dem Parameter N
ab. Nach Satz 1.1.6 betragt sie:

(D(5")
(io)

& Man kann nachrechnen, dafl bei N = 100 tatséchlich ein Ma-
ximum vorliegt. An diesem Beispiel kann man auch einen ersten Ein-
druck von der Vorgehensweise der schiefenden Statistik gewinnen. Es
wir namlich vorausgesetzt, daf§ gewisse Aussagen der Wahrscheinlich-
keitstheorie bekannt sind, um auf tatsidchlich vorhandene wahrschein-
lichkeitstheoretische Beziehungen schlielen zu kénnen.
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1.2 Zufallsgréflen und Verteilungsfunktio-
nen

Es erscheint natiirlich, beim Wiirfelexperiment den Elementarereignis-
sen eine der Zahlen 1, 2, usw, 6 zuzuordnen. Es hat sich als sehr niitz-
lich erwiesen, Elementarereignissen gewisse Zahlen zuzuordnen, da man
dann z. B. die Arithmetik fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Untersu-
chungen zur Verfiigung hat, z. B. kann man ein arithmetisches Mit-
tel bilden. Viele Aussagen kénnen dann auch iibersichtlicher formuliert
werden.

Definition 1.2.1 Sei ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) vor-
gegeben. Eine Abbildung
X:0—R

heifst eine Zufallsvariable.

Da die Argumente einer Zufallsvariablen zufillig sind, sind es auch
ihren Werte. Daher existieren die Wahrscheinlichkeiten

P(X = x) fiir jedes beliebige aber festgewihlte x € R.
Dabei bilden wir die Menge
A={we QX (w) =z}

und setzen P(X = z) = P(A). D. h. wir bilden fiir ein z € R die
Menge aller w € Q, fiir die X (w) = z, bezeichnen dieses Ereignis mit
A und setzen P(X = x) gleich P(A). Wenn « von der Zufallsvariablen
X nicht angenommen wird, dann ist A die leere Menge und wir haben

P(X=2z)=0.

Beispiel 1.2.1 Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
A C Q ein Ereignis. Wenn wir uns nur dafiir interessieren, mit welcher

Wahrscheinlichkeit A eintritt, dann kénnen wir die folgende Zufallsva-

riable bilden:
1 wennw€ A

X(w):{ 0 wennw¢ A ~
Wir haben dann die Wahrscheinlichkeiten:

P(X =1) = P(A) und P(X =0) = P(A) =1 — P(A).
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Einer oder mehreren Zufallsvariablen kann man eine Abbildung eine
neue Zufallsvariable zuordnen. Auch ihre Werte sind dann zufallig. Sei-
en X1, ..., X, n Zufallsvariablen, die z. B. n identische Wiederholungen
eines Zufallsexperimentes beschreiben, dann sind auch das arithmeti-
sche Mittel

— 12
X - — Z Xl
=1
sowie die mittlere quadratische Abweichung
1 —9
= (Xi—X)
iz

Zufallsvariablen.

Wir kénnen uns auch ein Zufallsexperiment mit zwei moglichen
Ausgéngen, z. B. Erfolg oder Miflerfolg, Kopf oder Zahl beim Miinzwurf,
vorstellen. Einem solchen Zufallsexperiment ordnen wir null oder eins
zu, je nach dem, ob z. B. Erfolg oder Miflerfolg eintritt. Wenn wir dieses
Zufallsexperiment n mal wiederholen, erhalten wir dann die Werte von
n Zufallsvariablen X, ..., X,,. Die Zufallsvariable

i=1

liefert dann eine Information dariiber, wie oft z. B. Erfolg oder Miferfolg
eintritt.

In vielen Féllen wird auch die Ordnungsrelation der reellen Zahlen
ausgenutzt. So ist die Frage sinnvoll, mit welcher Wahrscheinlichkeit
eine Zufallsvariable X einen Wert zwischen a und b einschlieflich, also
in dem Intervall [a, b] annimmt? Dafiir schreiben wir:

Pla< X <b).

Hierbei ist auch a = —oo und b = oo zugelassen. Durch die Ausnutzung
der Ordnungsrelation kann eine Funktion definiert werden, die sdmtli-
che Informationen tiber einen (endlichen) Wahrscheinlichkeitsraum be-
sitzt.

Definition 1.2.2 Sei X eine Zufallsvariable, dann heifst die Funktion
F(zr)=P(X <)
die Verteilungsfunktion von X. (siehe Abbildung 1.2)

24



=10cm bern.eps

Abbildung 1.2: Graph der Verteilungsfunktion der Bernoulliverteilung
B(1,0.5)

&®

Die Bedeutung der Verteilungsfunktion liegt darin, dafi die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Eintreten eines Ereignisses durch eine einzelne
Funktion beschrieben werden kann. Daher gibt es auch Tafeln oder
Tabellen mit den Werten der wichtigsten Verteilungsfunktionen. Es
soll nun erlautert werden, wie die Wahrscheinlichkeiten P(X = z;) fiir
1 =1,...,n aus der Verteilungsfunktion berechnet werden kann, wenn
die Zufallsvariable nur die endlich vielen Werte x4, ..., z, annimmt. °
Wenn die moglichen Werte x4, ..., x, der Grole nach angeordnet sind,
dann gilt:

wobei wir fiir xy irgend eine reelle Zahl, die kleiner als x; ist, wéhlen.
Dann ist ndmlich F(z) = 0.

Wir betrachten wieder eine Urne mit N Kugeln, von denen N,
weil und Ny schwarz sind. Es soll n mal mit Zuriicklegen und Beriick-
sichtigung der Reihenfolge zufillig eine Kugel gezogen werden. Nach
Satz 1.1.5 betragt die Wahrscheinlichkeit, k£ weifle und n — k schwarze

zu ziehen,
n\ NFN3—F
k N

9Wenn eine Zufallsvariable unendlich viele Werte, wie z. B. Grofie oder Ge-
wicht, annehmen kann, dann laflen sich aus der Verteilungsfunktion auch die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Eintreten aller interessierenden Ereignisses berechnen. Die
Verhéltnisse sind aber dann sehr viel verwickelter, so dafl es auch hier motiviert ist,
zunédchst endliche Wahrscheinlichkeitsrdaume zu betrachten.
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Wenn wir p = Ni/N setzen, dann ist Ny/N =1 —p (wegen Ny + Ny =

N) und
n\ NFN5—F n\ _k
_—— 1— n .
(k) Nn k pL=p)

p ist hier die Wahrscheinlichkeit, eine weifle Kugel aus der Urne zu
ziehen, und 1—p die Wahrscheinlichkeit, eine schwarze Kugel zu ziehen.
In dem Urnenmodell ist p immer eine rationale Zahl, welche die relative
Héaufigkeit der weiflen Kugeln angibt. Davon kann man abstrahieren,
und p sich als eine beliebige reelle Zahl aus dem Intervall [0, 1] denken.
109 beschreibt dann z. B. die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
Erfolg, und 1 — p die fiir das Eintreten von Miflerfolg.

Definition 1.2.3 FEine Zufallsvariable X mége ausschliefSlich die Wer-
te 0,1,...,n fir ein n € IN annehmen. Falls die Wahrscheinlichkeit
P(X =k) firk=0,1,...,n durch die Formel

POy =1 = ()t - o

berechnen lafst, heifst X binomialverteilt, genauer B(n,p)—verteilt. Die
Verteilungsfunktion heifst Binomialverteilung.

Auch wenn wir aus der Urne ohne Zuriicklegen und ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge ziehen, kénnen wir dieses Zufallsexperiment
durch eine Zufallsvariable beschreiben, die die Anzahl der gezogenen
weiflen Kugeln angibt.

Definition 1.2.4 Eine Zufallsvariable besitzt eine hypergeometrische
Verteilung H(N, M, m), wenn die Wahrscheinlichkeit P(X = n) durch

() (V=)
(V)

gegeben ist.

10Da bei einem Laplaceexperiment p eine relative Haufigkeit ist, ist dann p ratio-
nal. Wenn nun p irrational ist, handelt es sich also nicht um ein Laplaceexperiment.
Auch hier hat man eine Beschrankung der Laplaceschen Definition der Wahrschein-
lichkeit vor Augen.
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1.3 Unabhingigkeit und bedingte Wahr-
scheinlichkeit

Einem Geschéftsreisenden, der einen Flug gebucht hatte, {iberfiel die
Angst davor, eine Bombe konnte sich an Bord befinden. Darauthin er-
kundigte er sich bei einer Versicherung, wie hoch das Risiko sei. Man
erwiderte ihm, daf3 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sich eine Bom-
be an Bord befindet, 1/10000 sei. Diese schien dem Geschéftsreisenden
zwar sehr niedrig, aber er hatte immer noch kein Vertrauen gefafit. Er
fragte dann, wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir sei, dal sich zwei
Bomben an Bord befinden. Er wurde dariiber aufgeklart, dal diese das
Quadrat der Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dafl sich eine Bombe an Bord
befindet, also 1/100000000. Dieses Risiko schien ihm ertriglich zu sein.
Am néchsten Tag wurde der Geschéftsreisende mit einer Bombe im
Gepack auf dem Flughafen verhaftet. Er beteuerte, dafl er nicht vor-
hatte, die Maschine in die Luft zu sprengen, sondern er wollte lediglich
das Risiko minimieren, daf} sich noch eine zweite Bombe an Bord befin-
det, da die Wahrscheinlichkeit fiir zwei Bomben 1/100000000 betrage,
und die fiir eine Bombe nur 1/10000.

Die Pointe besteht darin, dafl jedem klar ist, dafl die Wahrschein-
lichkeit fiir eine zusétzliche Bombe an Bord unabhéngig davon ist, ob
unser Geschiftsreisender eine im Gepéck hat. Es gibt aber auch Félle, in
denen die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines gewissen Ereignis-
ses sich dndert, wenn bekannt ist das ein bestimmtes anderes Ereignis
bereits eingetreten ist. Es gibt z. B. Krankheiten, die vom weiblichen
X—Chromosom vererbt wird. Daher ist die Wahrscheinlichkeit, an einer
solchen Erbkrankheit zu erkranken, nicht unabhéngig vom Geschlecht.
Um sich mit der Thematik vertraut zu machen, werden wir noch zwei
Beispiele erortern, bevor wir zur mathematischen Handhabung schrei-
ten werden.

Beispiel 1.3.1 Vor einiger Zeit trat in einer Fernsehshow eine indo-
nesische Téanzerin auf, welche die intelligentste Frau auf der Welt sein
soll. Sie wurde vor drei verschlossene Tiiren gefithrt. Hinter genau einer
befand sich einer Ziege. Sie sollte erraten, hinter welcher sich die Ziege
befand ohne diese zu 6ffnen. Nachdem dies geschehen war, 6ffnete der
Showmaster eine andere Tiir, die nicht die Ziege verbarg. Darauthin
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danderte sie ihre Wahl und tippte auf die dritte noch verbliebene Tiir,
da sie meinte, die Wahrscheinlichkeit, dafl sich die Ziege nun hinter
dieser befinde, am grofiten sei. Das Vorgehen hat in der Offentlichkeit
zu heftigen Diskussionen gefiithrt. Wir wollen nun erértern, warum die
indonesische Ténzerin recht hatte. Angenommen, sie tippt zuerst auf
die mittlere Tiir, dann kann man mehrere Falle unterscheiden. Falls die
Ziege sich nun wirklich hinter dieser Tiir befindet, dann ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da3 der Showmaster die rechte oder die linke Tiir
offnet jeweils 1/2. Wenn sie sich aber hinter der rechten Tiir befin-
det, wird der Showmaster mit hundertprozentiger Sicherheit die linke
Offnen. Nehmen wir nun einmal an, die Ténzerin tippt zuerst auf die
mittlere Tiir, und der Showmaster 6ffnet darauf die linke, dann betrégt
fiir die Ténzerin die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Ziege sich hin-
ter der mittleren Tiir befindet 1/3, und dafiir, da8 sich sich hinter der
rechten befindet, 2/3, da das Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten eins
zu zwei ist. Die anderen Félle werden analog abgehandelt.

Das néchste Beispiel stellt eine Motivation fiir die Definition der
sogenannten ”bedingten Wahrscheinlichkeit” dar.

Beispiel 1.3.2 Bei einer Krankheit tritt immer zumindestens eins von
zwei Symptomen auf. Das Ereignis des Auftretens des einen Symptoms
Sa bezeichnen wir mit A, und das des Auftretens des anderen Sym-
ptoms Sp mit B. Bei 50 Patienten, die an dieser Krankheit leiden,
haben 35 das Symptom S4 und 25 Sg. Wenn wir nun zufallig einen Pa-
tienten aus den 50 auswihlen, haben wir eine Laplaceexperiment. Die
Wahrscheinlichkeiten errechnen sich dann durch die relative Héaufigkei-
ten. Wir erhalten also:
35 25
P(A) = 0= 0,7 und P(B) = 0=
Wir iiberlegen uns zunéchst, wieviele Patienten an beiden Symptomen
leiden. Dazu berechnen wir uns P(ANB) (siehe auch Beispiel 1.1.1). Da
wir einen Laplaceraum haben, ist das dann die relative Héufigkeit der
Patienten mit beiden Symptomen. Nach Satz 1.1.1 sowie Beispiel 1.1.1
erhalten wir:

0, 5.

P(ANB) = P(A)+ P(B)— P(AUB)=0,7+0,5—1=0,2.
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Da 0,2 die relative Hiufigkeit der Patienten mit beiden Symptomen
ist, haben 10 beide Symptome.

Wir fragen uns nun wie grofl die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daf3
ein Patient S4 hat, wenn wir wissen, dafl er Sg hat. Wenn wir unter den
25 mit Sp zufillig einen auswéhlen, haben wir nach der Laplaceschen
Formel:

10 10/50 P(AnNB)

25 25/50  P(B)
Hier haben wir mit der Anzahl 50 der Patienten erweitert, um die rela-
tiven Haufigkeiten der Patienten mit S, und Sp und die der Patienten
mit Sp zu erhalten, was nach Laplace gleich P(AN B und P(B) ist.

Analog erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Patient Sp
hat unter der Bedingung, dafl er S4 hat:

P(BNA) 0,2
P(A) 0,7

—10/35.

Die bedingten Wahrscheinlichkeiten sind hier kleiner als die un-
bedingten. Vermutlich behindert das Auftreten eines Symptoms das
Auftreten des anderen, aber sie schlieffen sich nicht aus, sonst wére
P(ANB) =0.

Definition 1.3.1 Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
A, B C Q. Fualls P(B) # 0, dann heifit P(A|B) die Wahrscheinlichkeit
fiir das Eintreten von A, wenn B eingetreten ist. Dabei setzen wir

P(AN B)

P(AIB) = ~ 5

Die bedingte Wahrscheinlichkeit kénnen wir auch mit Zufallsvaria-
blen definieren. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen, dann setzt man:

P(X =xz,Y =y)

P(X =z|Y =y) = PY =)

Beispiel 1.3.3 Markus, Matthdus und Lukas sind zum Tode verur-
teilt. Jedoch wird einer ausgelost und begnadigt, aber sein Name ge-
heim gehalten. Markus wendet sich an den Warter: ”Einer von den
anderen beiden wird hingerichtet. Du verrdtst mir also nichts, wenn du
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mir sagst, wer das ist.” Der Wirter antwortete:” Matthdus wird hinge-
richtet.” Markus denkt sich nun, dal die Wahrscheinlichkeit fiir seine
Begnadigung 1/2 betrégt, da nur ihm oder Lukas dieses Gliick zuteil
wird. Hat er recht?

Wir definieren uns die Ereignismenge folgendermaflen:

2 = {Markus, Matthéus, Lukas},

wobei wir den Eintritt eines Elementarereignisses als die Begnadigung
der entsprechenden Person interpretieren. Die Wahrscheinlichkeit dafiir
sei jeweils 1/3. Nach dem der Wérter verraten hat, da8 Matthius hin-
gerichtet wird, wissen wir, dafl das Ereignis

A = {Markus, Lukas}

bereits eingetreten ist. Wir haben also die bedingte Wahrscheinlichkeit
P({Markus}|A) auszurechnen:

_ P({Markus} N 4)  P({Markus}) 1/3 1
P({Markus}|A) = PA) = PA) =332

Beispiel 1.3.4 (Verallgemeinerung von Beispiel 1.3.3) Sei (Q, P)
ein Laplaceraum und B C 2 ein Ereignis, dann lafit sich fiir jedes Er-
eignis A C B die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) als die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Eintreten von A eines Laplaceraumes mit der
Ereignismenge B auffassen. Es gilt ndmlich unter der Beriicksichtignug
der Laplaceschen Formel:

P(ANB) P(A)

PAIB) = =Gy = o)
Ayl 4l
B/~ 1Bl

Also ist fiir A C B die bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) die relative
Héufigkeit der Elemente von A in B.

Beispiel 1.3.5 (Sterbewahrscheinlichkeit) Wir wollen uns fragen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit jemand, der gerade 20 Jahre alt gewor-
den ist, auch 30 Jahre alt wird. Die Tabelle 1.1 (siehe [11]) verzeichnet
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Tabelle 1.1: Relative Haufigkeiten der Sterbefille in Berlin 1992 nach
gewissen Altersklassen

Alter  rel. Haufigkeit

0-9 0.00659461
10—-19  0.00273783
20 —29 0.0128797
30 — 39 0.0217122
40 — 49 0.0394486
50 — 59 0.0921817
60 — 69 0.125464
70— 79 0.221336
80 — 89 0.373822

90 < 0.103823

relativen Haufigkeiten der Sterbefille 1992 in Berlin. Diese fassen wir
als Sterbewahrscheinlichkeit auf.

Sei A das Ereignis, 20 Jahre, und B das Ereignis, 30 Jahre alt zu
werden, dann haben wir die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(ANB) P(B)

P(4) ~ P(4)
zu bestimmen. Die Gleichheit der rechten Seite mit der linken Seite
gilt wegen B C A, da jemand, der 30 Jahre alt wird, bereits 20 Jahre
alt geworden sein mufl. Nun rechnen wir uns P(A) aus, welche die
Wahrscheinlichkeit ist, bis zum 20. Lebensjahr nicht gestorben zu sein,
also:

P(A) =1—-0.00659461 — 0.00273783 = 0,99066756.

Analog erhalten wir
P(B) =1—-0.00659461 — 0.00273783 — 0.0128797 = 0, 97778786.
Somit bekommen wir fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit, dafl ein Zwan-
zigjahriger 30 Jahre alt wird:
P(B)

———= =, 986998968655
PA)
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Man wiirde vermuten, daf§ P(B|B) = 1. Es gilt in der Tat: P(B|B) =
P(BN B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1. Allgemeiner erhalten wir, wenn
B C A:

P(A|B) = P(AN B)/P(B) = P(B)/P(B) = 1.

Dieses konnen wir so interpretieren: falls B C A, dann folgt aus dem
Eintreten von B das von A.

Wenn A und B sich gegenseitig ausschlieffen, dann erwartet man
P(A|B) = 0. Tatsdchlich bekommen wir nach der Definition 1.3.1
P(A|B) = P(ANB)/P(B)=0/P(B) =0.

Wenn nun andererseits das Auftreten von B das von A nicht bein-

fluSt, dann gilt: P(A|B) = P(A), also:

(AN B)

P(A|B) = PP<B> — P(A).

Daraus erhalten wir:
P(ANB)= P(A)P(B).
Es ist nun naheliegend, die folgende Festlegung zu treffen:

Definition 1.3.2 Zwei Ereignisse A, B C Q) eines endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraumes (£, P) heiffen unabhdngig, wenn

P(AN B) = P(A)P(B).

Zwei Zufallsvariablen X und Y heiffen unabhingig, wenn fir alle
maoglichen Werte x und y, die X und Y annehmen kénnen,

PX=z,Y=y)=PX=2)PY =y)
gilt.

Beispiel 1.3.6 Wir fragen uns, wie gro3 die Wahrscheinlichkeit ist,
zwei Sechsen zu Wiirfeln, wenn wir zwei Wiirfel werfen. Als Ereignis-
menge () definieren wir:

Q= {(x1,29)|z1,20 € {1,...,6}}.
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Wenn wir die zwei Ereignisse:
A={(6,z5)|x2 € {1,...,6}}

und
B = {(z1,6)|z, € {1,...,6}}

wahlen, dann erhalten wir fiir das interessierende Ereignis: AN B. Nach
Satz 1.3.2 bekommen wir:

P(ANB) = P(A)P(B) = 1/61/6 = 1/36.

(Selbstverstandlich hitten wir das Ergebnis auch mit Hilfe des Grun-
dabzahlprinzips erhalten.)

Beispiel 1.3.7 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl zwei zuféllig
und unabhéngig ausgewéhlte Personen am gleichen Tag Geburtstag
haben? Dabei nehmen wir an, dafl die Geburtstage auf das Jahr gleich
verteilt sind, und sehen von Schaltjahren ab. Wenn wir die Tage des
Jahres mit den natiirlichen Zahlen 1,...,365 durchnummerieren, dann
kéonnen wir den Sachverhalt mit zwei Zufallsvariablen X und Y be-
schreiben, wobei X den Geburtstag einer der zufillig ausgewihlten
Personen angibt, und Y den der zufillig gewdhlten anderen Person.
Fir ein n € {1,...,365} haben wir dann P(X = n) = 1/365 und
P(Y =n) = 1/365. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, da§ die zwei Per-
sonen an einem ganz bestimmten Tag mit der Nummer n Geburtstag
haben, gleich:

P(X=n,Y=n)=P(X =n)P(Y =n) =1/3651/365.

Da wir aber 365 verschiedene Mdéglichkeiten haben, uns ein bestimmtes
n € {1,...,365} zu wéhlen, miiBen wir das Ergebnis noch mit 365
multiplizieren, und erhalten 1/365.

Nachdem wir die Unabhingigkeit von zwei Ereignissen bzw. zwei
Zufallsvariablen definiert haben, konnen wir diese Definition in nahe-
liegender Weise verallgemeinern.

33



Definition 1.3.3 n FEreignisse Ay, ..., A, C Q eines endlichen Wahr-
scheinlichkeitsraumes (£, P) heiffen unabhingig, wenn

n Zufallsvariablen X, ..., X, nennen wir unabhdingig, wenn fiir alle
r1,...,%, € R,

P(Xlzl'l,,Xn:ZEn):P(Xlzl'l)P(Xn:l’n)
qgilt.

Beispiel 1.3.8 (Miinzwurf) Einen Miinzwuf kénnen wir mit dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) beschreiben, wobei 2 = {Kopf, Zahl}
und P(Kopf) = P(Zahl) = 1/2. Wenn wir nun n mal hintereinander
eine Miinze werfen, 148t sich dieses Zufallsexperiment mit n Zufalls-
variablen X1, ..., X, beschreiben. Die i—te Zufallsvariable erhélt dabei
den Wert eins, wenn beim i—ten Wurf Kopf erscheint, und null, wenn
Zahl erscheint. Da die Wiirfe unabhéngig voneinander sind, gilt:

P(Xlzfﬁl,,Xn:.Tn):P(Xlle)P(Xn:xn)

So betréagt z. B. die Wahrscheinlichkeit n mal nur Kopf zu werfen, also
daB alle n Zufallsvariablen den Wert eins erhalten, 27".

Kehren wir nun nocheinmal zu den bedingten Wahrscheinlichkei-
ten zuriick und zéumen das Pferd von hinten auf! in vielen Féllen ist
es nidmlich einfacher, die bedingten Wahrscheinlichkeiten zu bestim-
men, und daraus auf die unbedingten zu schlieen. So ist es z. B. in
der Genetik einfacher, die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines
gewissen Genotypes eines Nachkommen zu bestimmen, wenn die Geno-
typen der Eltern bekannt sind. Wenn weiterhin bekannt ist, mit welcher
Wahrscheinlichkeit ein zufillig ausgewéhltes Individuum der Elternge-
neration einen gewissen Genotyp aufweist, dann kénnen wir auf die
Wahrscheinlichkeit fiir einen gewissen Genotyp eines Nachkomme bei
einer zufélligen Paarung schlielen. Dazu ist der folgende Satz sehr hilf-
reich.
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Satz 1.3.1 (Satz iiber totale Wahrscheinlichkeit) Sei (€2, P) ei-
ne endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und A4, ..., A, C € paarweise
disjunkte Ereignisse. d. h. A; NV A; =0 fir i # j, mit der Eigenschaft
Q =UL, A;, dann gilt fir ein Ereignis B C §):

n

P(B) = ZP(B|A1'>P(AZ‘)'

i=1
Dabei setzen wir P(B|A;)P(A;) =0, falls P(A;) = 0.

Beweis: Zunéchst setzen wir voraus, daf§ firallei = 1,...,n P(A;) #
0, da P(B|A;) nur unter dieser Voraussetzung definiert ist. Es gilt dann:

3" P(BIA)P(A;) = ”))mmz

=1 =1 1
En:PBmA UA N B) = P(B).
=1 =1

Dabei haben wir ausgenutzt, daf§ die A;’s disjunkt sind, und ihre Ver-
einigung €2 ergibt.

Falls nicht fiir alle i P(A;) # 0, dann nehmen wir an, daf8 bei einer
geeigneten Nummerierung die ersten m Wahrscheinlichkeiten P(A;) #
0 und die restlichen n — m verschwinden. Wir haben dann:

> PBIA)P(A) = 3 PP = 3 DB b -

i=1 =1 =1

Y P(BNA;)=> P(BNA)= UA N B) = P(B).
i=1 i=1 i=1
Hier ist eingegangen, daf fiir ¢ = n — m,...,n mit P(4;) = 0 auch

P(BNA;) =0. Es gilt ndmlich:

P(BNA;) < P(A) =0.

Beispiel 1.3.9 (Der Satz von Hardy und Weinberg) Unter den bei-

den Geschlechtern einer Population seien die drei Genotypen AA, Aa
und aa mit den relativen Haufigkeiten u, 2v und w auf. Es gilt dann
u+2v+w = 1. (Daf wir fiir die relative Haufigkeit von Aa 2v und
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nicht etwa v wihlen, hat rein rechentechnische Griinde.) Wir wollen
uns ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit AA bei einer zufilli-
gen Paarung auftritt. Dabei sei vorausgesetzt, dafl das Merkmal nur in
den Varianten A und a vorkommt, und nach den Mendelschen Gesetzen
vererbt wird.

Fiir die Eltern sind 3 *x 3 = 9 Kombinationen méglich, namlich:

Ki:AAx AA | Ky : AA X Aa | K7 : AA X aa
Ko:Aax AA | K5 : Aa x Aa | Kg: Aa X aa
Ks:aa x AA | Kg:aa x Aa | Kg:aa X aa

Diese neun Kombinationen schlielen sich gegenseitig aus und es
sind alle Moglichkeiten fiir das Elternpaar beriicksichtigt worden. Da-
her wissen wir, dafl wir eine disjunkte Zerlegung der Ereignismenge (2
haben, ohne 2 nidher zu bestimmen. Wir kénnen daher den Satz 1.3.1
iiber die totale Wahrscheinlichkeit anwenden und erhalten:

9
P(AA) =Y P(AAIK;)P(K;).
i=1
Bei K3, Kg, K7, Kg und Ky kann nach den Mendelschen Gesetzen kein
Nachkomme vom Genotyp AA entstehen, d. h. P(AA|K;) = 0. Die
iibrigen Wahrscheinlichkeiten sind nach Mendel:

1

P(AA|Ky) =1, P(AA|K,) = P(AA|K,) = -7

, P(AA|Ks)

N | —

Die Wahrscheinlichkeiten K; ergeben sich, wenn wir die zuféllige
Paarung so auffassen, als ob Vater und Mutter zufillig aus einer Urne
gezogen werden, in der die drei Genotypen mit den relativen Héufig-
keiten u, 2v und w vertreten sind. Es gilt dann:

P(K,) = u?, P(K3) = P(K4)2vu, P(Ks) = 4v? = (21})2.
Damit erhalten wir:

1 1 1
P(AA) = 1u® + §2vu + §2vu + 14112

36



= u® + 2vu + v* = (u +v)*.
Analog bekommen wir durch Vertauschen von u mit w:
P(aa) = (w +v)%
Wegen P(AA) + P(aa) + P(Aa) =1, ist

P(Aa)=1— (u+v)* = (w+v)?

l=u+2v+w=(u+v)+ (v+w)=[(ut+v)+(+w)?
1st
(u+v)?+(w+v)2=1-2u+v)(w+v).
Also erhalten wir:

P(Aa) =2(u+v)(w +v).

Wenn sehr viele Nachkommen entstehen, konnen wir annehmen, dafl
die Wahrscheinlichkeiten die relativen Haufigkeiten wiederspiegeln. Da-
mit ergeben sich als neue relative Haufigkeiten fiir die néchste Genera-
tion fiir die Genotypen AA, Aa und aa:

up = (u+0)% 2v; =2(u+v)(w+v), w = (w+wv)

Fiir die zweite Generation folgen die relativen Haufigkeiten fiir die
Genotypen AA, Aa und aa:

Uy = (ul + ’01)2, 2v9 = 2(U1 + vl)(wl + Ul), Wy = (w1 + 01)2.

Wenn wir fiir u; und v; die obigen Ausdriicke einsetzen, dann er-
halten wir:

ug = [(u+0)* + (o) (w + o) = (ut 0)[(u+ ) + (w+ )P

= (U+U)2 = Uui.

Analog erhilt man wy = wq, so dafl auch vy = v; sein mufl. In der
zweiten Generation ist also die Héaufigkeitsverteilung der Genotypen
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AA, Aa und aa unverdndert gleich der Haufigkeitsverteilung in der
ersten Generation. Das ist der beriihmte Satz von Hardy und Weinberg.

Der Satz von Hardy und Weinberg gilt natiirlich nur in dem Ideal-
fall, in dem kein Genotyp gegeniiber einem anderen in der Fortpflanzung
und in den Uberlebenschancen benachteiligt ist. Das diirfte z. B. bei
den menschlichen Blutgruppen der Fall sein. Das dafiir zusténdige Gen
besitzt zwar drei statt zwei Allele, ndmlich A, B und 0, aber man kann
zeigen, dafl auch in dieser Situation der Satz von Hardy und Weinberg
gilt. Daher diirften die relativen H&ufigkeiten der menschlichen Blut-
gruppen iiber alle Generationen ziemlich gleich sein.

1.4 Bernoulli-Schema und Binomialvertei-
lung

Wenn man n mal hintereinander wiirfelt und jedesmal darauf achtet,
ob eine Sechs gewiirfelt wurde oder nicht, sind wir {iberzeugt, dafl sich
die Ergebnisse nicht gegenseitig beeinflussen, und jedesmal die Wahr-
scheinlichkeit, eine Sechs zu wiirfeln, die gleiche bleibt. Der hirnlose
Wiirfel besitzt weder ein Gedéchnis noch eine Gefiihl fiir ausgleichende
Gerechtigkeit. Wenn ein Spieler zwanzig mal vergebens versucht hat,
eine Sechs zu wiirfeln, wird beim 21. Wurf die Wahrscheinlichkeit nicht
grofler sein, eine Sechs zu wiirfeln, als bei jemanden, der bereits eine
Sechs gewiirfelt hat.

In der Statistik spielen Wiederholungen von Zufallsexperimenten
eine wichtige Rolle. Man nennt diesen Vorgang ”eine Stichprobe erhe-
ben”. Dabei ist man daran interessiert, dafl sich die einzelnen Stich-
probenergebnisse sich nicht gegenseitig beeinflussen. Wir werden hier
den Fall ausfiihrlich untersuchen, in dem nur zwei Ergebnisse moglich
sind. Dieser ist nicht nur der einfachste Fall, sondern das Wesentliche
kommt in ihm auch am deutlichsten zu tragen. Insbesondere ist dieser
Fall geeignet, einen grundlegenden Einblick in das Verhéltnis von Stati-
stik und Wahrscheinlichkeitstheorie zu gewinnen. Es sei noch erwéhnt,
da man jedes Zufallsexperiment unter diesem Blickwinkel betrachten
kann, wenn man sich dafiir interessiert, ob ein gewisses Ereignis eintritt
oder nicht (z. B. ob eine Sechs gewiirfelt wurde oder nicht).
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Definition 1.4.1 Besitzt ein Zufallsexperiment nur zwei maégliche Fr-
gebnisse, so spricht man von einem Bernoulli-Ezperiment (Jakob Ber-
noulli 1654—1705). Diese werden i. A. mit Zufallsvariablen beschrieben,
die die Werte 0 oder 1 annehmen kénnen. Wenn p die Wahrscheinlich-
ket fiir das Ergebnis 1 ist, dann ist die Verteilungsfunktion durch den
Parameter p schon eindeutig bestimmt. Diese heifst Bernoulliverteilung,
Schreibweise B(1,p). 1!

Wird eine Bernoulliexperiment mehrmals wiederholt, ohne daf$ sich
die Finzelexperimente gegenseitig beeinflussen, so spricht man von ei-
nem Bernoullischema.

So ist z. B. das Werfen einer Miinze ein Bernoulliexperiment mit
p = 1/2. Aber auch das Wiirfeln kénnen wir als Bernoulliexperiment
interpretieren, wenn wir uns nur dafiir interessieren, ob eine Sechs
gewiirfelt wird oder nicht. Man kann jedes Zufallsexperiment als Ber-
noulliexperiment auffassen, wenn wir uns lediglich dafiir interessieren,
ob ein Ereignis A eines endlichen Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, P) ein-
tritt oder nicht. Der Parameter p ist dann durch p = P(A) gegeben. Die-
ses Zufallsexperiment wird zweckméBigerweise mit der in Beispiel 1.2.1
diskutierten Zufallsgrofle beschrieben.

Unser Ziel ist es nun, ein Bernoullischema durch einen geeigneten
Wahrscheinlichkeitsraum zu beschreiben. Wenn wir ein Bernoulliexpe-
riment n mal wiederholen und mit den unabhéngigen und identisch
B(1, p) verteilten Zufallsvariablen X7, ..., X, beschreiben, die die Wer-
te 0 oder 1 annehmen koénnen, dann ist ein Elementarereignis eine Se-
quenz der Lange n mit den Eintrégen 0 oder 1. Also sieht die Ereignis-
menge folgendermaflen aus:

Q={(z1,...,2,)|x1,..., 2, € {0,1}}.

Um P anzugeben, geniigt es, die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten
eines jeden Elementarereignisses zu bestimmen. Weil die Zufallsvaria-
blen unabhéngig sind, gilt nach Definition 1.3.3:

PXi=z,..., X, =2,) = P(X;=21) - P(X,, = z,). (1.3)

1Tn der Definition 1.2.3 lernten sie die Binomialverteilung B (n,p) kennen. Die
Bernoulliverteilung ist eine spezielle Binomialverteilung mit dem Parameter n = 1.
Daher ist die Schreibweise B(1, p) gerechtfertigt
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Da die Zufallsvariablen alle identisch B(1,p) verteilt sind, haben wir
P(X;=1)=pund P(X;=0)=1—pfiri=1,...,n. Sind z. B.in 1.3
k der n Zufallsvariablen gleich eins, und n — k gleich null, so erhalten

WIT':
P(Xi=x1,..., X =x,) = p"(1 —p)" .

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von den Stellen, auf denen die Einsen
und Nullen verteilt sind, richtig. Wir haben also das Resultat gewonnen,
daB eine Sequenz der Linge n bestehend aus k& Einsen und n— k Nullen
mit der Wahrscheinlichkeit p*(1 — p)"~* eintritt.

In der Statistik interessiert man sich oft dafiir, wieviele Einsen oder
Nullen man in einer Stichprobe erhalten hat, also z. B, wie oft Erfolg
oder Miflerfolg eingetreten ist. Die Zufallsvariable X = Y X; z&hlt die
Einsen. Sie kann also die Werte 0,...,n annehmen. Wir wollen nun
P(X = k) fir 0 < k < n bestimmen. Dazu iiberlegen wir uns, wie-
viele Sequenzen der Liénge m mit genau k Einsen es gibt. Da genau
(Z) Moglichkeiten existieren, sich aus den n Stellen der Sequenz k aus-
zuwéahlen, um sie mit Einsen zu besetzen, gibt es ebensoviele Sequenzen
der Lange n mit k£ Einsen und n — k& Nullen. Wenn wir beriicksichtigen,
dafl die Elementarereignisse disjunkt sind, erhalten wir:

PX = k) = (Z)p’%l .

(vergleiche das Ergebnis mit der Definition 1.2.3.) Damit haben wir den
folgenden Satz gezeigt:

Satz 1.4.1 Seien X1, ..., X, unabhdngige und identisch Verteilte Zu-
fallsvariablen mit der Bernoulliverteilung B(1,p), dann besitzt die Zu-
fallsvariable

die Binomialverteilung B(n,p).

Beispiel 1.4.1 Wir betrachten wieder eine Urne mit insgesamt N Ku-
geln, wobei N; weifl und N, schwarz sind. Das Ziehen einer Kugel ist ein
Bernoulliexperiment mit p = N;/N. Wenn wir n mal dieses Experiment
wiederholen, dann bedeutet dieses, dafl wir n mal mit Zuriicklegen und
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unter Beriicksichtigung der Reihenfolge eine Kugel aus der Urne ziehen.
Die Wahrscheinlichkeit, k& weifle und n — k schwarze zu ziehen, ist nach

Satz 1.4.1 gleich
ny k n—k
1-— .
<k:>p ( p)

Wenn wir p durch Ny /N ersetzen, erhalten wir den Satz 1.1.5. Satz 1.4.1
ist somit eine Verallgemeinerung von Satz 1.1.5. Umgekehrt kann man
ein Bernoullischema als ein Urnenexperiment mit Zuriicklegen und Bertick-
sichtigung der Reihenfolge interpretieren, falls p durch eine relative
Héaufigkeit gegeben ist.

Beispiel 1.4.2 Wir nehmen an, dal ein Genotyp Aa bei beiden El-
tern vorhanden ist. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Nachkomme den
Genotyp aa hat, ist nach Mendel 1/4. Da mehrere Nachkommen ih-
re Genotypen nicht beeinflussen, wenn es sich nicht um Zwillinge oder
Mehrlingsgeburten handelt, kann man das Entstehen von n Nachkom-
men als Bernoullischema mit n Einzelversuchen auffassen. Wenn z. B.
n = 5 ist, und X die Anzahl der Nachkommen mit dem Genotyp aa
angibt, dann haben wir folgende Wahrscheinlichkeiten:

X=0:
P(X =0) = (g) G)O <2)5 =0,2373
X=1
5\ /1\'/3\*
P(X =1)= <1> (4) (4) = 0,3955
X =2
5\ /1\? /3\?
P(X =2)= <2> (4) <4) =0,2637
X =3



P(X =4) = (g) (i>4 C’l)l =0,01465

P(X =5) = (2) (i)g) <i>0 = 0,000976

Man sieht, dafl die grofiten Wahrscheinlichkeiten sich in der Néahe
von p* 5 = 1/4 %5 befinden. Das legt die Vermutung nahe, da§ p auch
in diesem Fall irgendwie etwas mit den relativen Haufigkeiten zu tun
hat. Man wiirde z. B. annehmen, dafl;, wenn wir statt n = 5 eine durch
vier teilbare n Zahl gew#hlt hétten, die maximale Wahrscheinlichkeit
bei n/4 liegt. Dieses gibt auch AnlaB fiir eine Maximum-Likelyhood—
Schétzung. Diese wird im néchsten Beispiel besprochen. (siehe auch
Beispiel 1.1.10)

Beispiel 1.4.3 In einem groflen Wald werden 10 Jungvogel einer Art
beringt. Wir nehmen an, daf§ der Wald so grof ist, da die Vogel ihn
nicht verlassen. Auflerdem bilde diese Vogelart keine Schwérme son-
dern verteile sich zufillig im Wald. Diese beiden Voraussetzungen sind
z. B. bei Greifvogeln anndhernd erfiillt. Nachdem die Vogel fliigge und
ausgewachsen sind, beobachtet der Forster in grofleren Absténden hin-
tereinander zufillig 10 Exemplare dieser Art. Von diesen 10 Vogeln ist
einer beringt. Der Forster vermutet, dafl so in etwa ein zehntel dieser
Vogelgeneration beringt ist, dafi es also circa 100 Végel dieser Art und
Generation gibt. Hat der Forster recht?

Wenn wir das zuféllige Beobachten der 10 Vigel in grofleren Absténden
hintereinander als Urnenexperiment mit Zuriicklegen und Beriicksich-
tigung der Reihenfolge auffassen, dann wird die Wahrscheinlichkeit fiir
das Eintreten dieses Ereignisses durch eine Binomialverteilung B(10, p)
beschrieben, wobei der Parameter p die relative Haufigkeit der bering-
ten Vogel ist. Die Maximum-Likelyhood—Schétzung besteht darin, den
(oder einen) Wert fiir den Parameter p zu bestimmen, so dafi das ein-
getreten Ereignis die (oder eine) maximale Wahrscheinlichkeit hat. Fiir
p = 1/10 ist das tatséchlich der Fall, so da§ der Forster recht behlt.
Dieser Sachverhalt wird im néchsten Satz bewiesen.
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Satz 1.4.2 FEs werde n mal ein Bernoulliexperiment mit den Ergebnis-
sen 0 oder 1 durchgefiihrt. Der Parameter p sei unbekannt. Wenn k mal
eine 1 und n — k mal eine 0 eingetreten ist, dann hat das eingetretene
FEreignis fir p = k/n die maximale Wahrscheinlichkeit.

Beweis: Seien die Voraussetzungen des Satzes gegeben, dann ist

flp) = (Z)p’“(l —p)" "

zu maximieren. Dazu leiten wir f(p) ab, und setzen die Ableitung null,
um einen Extremwert zu bestimmen. Wir erhalten:

1) — ("N (1 — pynk P ey K —mp
f'(p) = (k)p (1-p) 0=p) f(zo)p<1 -t

wenn p # 0 oder p # 1. In genau diesen beiden Fillen verschwindet f(p)
ohnehin. Andernfalls besitzt f’'(p) genau eine Nullstelle bei p = k/n.
Wenn wir diesen Wert in die zweite Ableitung

) = £o) k* —k(2np —2p+ 1) + np*(n — 1)

p*(1—p)?
einsetzen, bekommen wir:
k k n?
metN ey 0
') =1y

Da wir f(£) > 0 vorausgesetzt haben, ist f”(£) < 0. Somit liegt das
Maximum von f(p) nach elementarer Analysis bei p = k/n.

Es wurden in Beispiel 1.1.10 und in Beispiel 1.4.3 jeweils eine Maximum—
Likelyhood—Schéitzung erldutert. Sie unterscheiden sich darin, daf im
ersten Fall ein Urnenmodell ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge
und damit eine hypergeometrische Verteilung, wihrend im letzten Fall
ein Urnenmodell mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge und damit ei-
ne Binomialverteilung zugrundegelgt wird. In beiden Féllen besitzt das
beobachtete Ereignis die maximale Wahrscheinlichkeit, wenn die rela-
tive Héufigkeit der Beobachtung die der Gesamtheit wiederspiegelt. Da
die Binomialverteilung B(n,p) einfacher zu handhaben ist, als die hy-
pergeometrische Verteilung H (N, M, m), letztere besitzt ndmlich einen
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Parameter mehr, ist es verlockend, sich bei Stichproben moglichst auf
Urnenmodelle mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge zu beschréinken.
Dieses Vorgehen ist auch noch aus einem anderen Grund gerechtfer-
tigt. Wenn némlich die Grundgesamtheit sehr grof§ ist, dann &ndern
sich die relativen Haufigkeiten nur sehr geringfiigig, wenn wir ein Exem-
plar entnehmen. Es ist dann nicht sehr ausschlaggebend, ob wir dieses
Exemplar wieder zuriicklegen oder nicht. Dieser Sachverhalt spiegelt
sich auch in einem Satz wieder. Die hypergeometrische Verteilung kann
man durch die Binomialverteilung approximieren.

Satz 1.4.3 Die hypergeometrische Verteilung H(N, M, m) konvergiert
fiir M — oo gegen die Binomialverteilung B(N, p) mit p = M /m, wobei
vorausgesetzt wird, daf$ die relativen Hdufigkeit M /m beim Grenziber-
gang erhalten bleibt.

Beweis: Wir zeigen, dafl man die Hypergeometrische Verteilung in
zwei Faktoren zerlegen kann: die Binomialverteilung und einen Faktor,
der fiir M — oo gegen eins geht. Dazu stellen wir uns eine Urne mit
M Kugeln vor. Von denen sind W weifl und die restlichen S Kugeln
schwarz. Wenn wir m mal ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge und
ohne Zuriicklegen ziehen, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dafl sich un-
ter den m Kugeln s schwarze und w weifle befinden, gleich: 2

G sww—my
(]‘n{) — 8IS = s)lw! (W —w)!M!

M —m)! SS—-1)---(S=s+1)WW —-1)--- (W —w+1)
(S — )W — w)! MM-1)---(M—-—m+1)
Hier haben wir S! durch s!, W! durch w! und M! durch m! dividiert

sowie % ausgeklammert. Wegen (S —s)+ (W —w) =M —m

12Dieses Vorgehen ist gerechtfertig, da jedes Zufallsexperiment, dessen Wahr-
scheinlichkeiten durch die hypergeometrische Verteilung H(N, M, m) gegeben ist,
durch ein Urnenmodell ohne Reihenfolge und ohne Zuriicklegen vorgestellt wer-
den kann. Dabei ist M die Anzahl der Kugeln, m die Anzahl der weilen Kugeln
und N die Anzahl der gezogenen Kugeln. Wegen der Ubersicht der Beweisfithrung
haben wir hier eine andere Bezeichnungsweise gewahlt, so dafl wir in dieser eine
H(m, M,w) Verteilung haben.
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gilt:

<&fﬁ$!wf«g:?>:©$13

Dieser Ausdruck ist daher die Anzahl der Moglichkeiten, aus den rest-
lichen M —m Kugeln, sich die in der Urne verbleibenden S — s schwar-
ze und W — w weifle Kugeln auszuwéahlen. Es gibt aber genausoviele
Moglichkeiten, daf§ S — s schwarze und W — w weifle Kugeln nach der
Ziehung in der Urne verbleiben, wie es Moglichkeiten gibt, von m Ku-
geln s schwarze und w weifle auszuwéhlen. Wenn man sich ndmlich aus
M Kugeln m auswéhlt, und von denen s schwarz und w weif3 sind, dann
bleiben M — m iibrig, von denen S — s schwarz und W — w weif} sind.
Daher haben wir:

<sfg@;Twﬂ:<T>:<Z>

Da der Parameter p und damit auch 1 — p der Binomialverteilung
B(m,p) gleich der relativen Haufigkeiten S/M und W/M, wenn wir
ein Urnenmodell mit Zuriicklegen und Reihenfolge zugrundelegen, ha-
ben wir nur noch zu zeigen, daf

S(S—1)-(S—s+ D)WW 1) (W —w+1)
MM —1)--(M—m+1)

(1.4)

gegen (S/M)*(W/M)™ konvergiert, wenn M gegen unendlich geht. Hier
geht wesentlich ein, dafl die relativen Haufigkeiten beim Grenziibergang
erhalten bleiben. Dazu klammern wir aus dem Zahler von (1.4) S® und
W sowie aus dem Nenner M™ aus:

Lo ) )

M™1(1— ) - (1 — =)

e ) G
v~ \wm) \wm)

ist noch zu begriinden, warum

Weil




gegen eins geht fiir M — oo. Das ist aber der Fall, da mit M auch W
und S gegen unendlich geht.
Wir haben also gezeigt, dafl

G
()

m\ (SN (WNY  [m) SN\ W\
<s> (M) (M) B <w> <M) (M) '
Die unterschiedliche Schreibweise des Binomialkoeffizienten riihrt da-
her, daff man in einem Urnenmodell die Rolle der weiflen Kugeln mit der
der schwarzen Kugeln vertauschen kann. Dieser Sachverhalt héngt eng
mit einer gewissen Symmetrie des Binomialkoeffizienten zusammem. Es
gilt ndmlich: (Z) = (nﬁk>’ da (Z) die Anzahl der k- elementigen Teil-
mengen einer n—elementigen Menge ist, und diese Anzahl gleich der
(n — k)—elementigen Komplementirmengen ist.

1.5 Erwartungswert und Streuung

Wenn wir n mal mit einem fairen Wiirfel wiirfeln und die Zufallsvariable
Xy, die Augenzahl beim k—ten Wurf angibt, dann sind wir iiberzeugt,
daf} diese Zufallsvariablen unabhéngig sind, sowie daf} alle gleichverteilt
sind. Es gilt also:

P(Xlle,,Xn:In):P(Xlle)P<Xn:.7)n>

und |
fir alle k € {1,...n} und alle z;, € {1,...,6}. Falls nun n sehr grof} ist,
erwarten wir, daf§ jede der Augenzahlen 1,...,6 in etwa 1/6 aller Wiirfe
auftritt. Allgemeiner wiirden wir folgende Vermutung anstellen: Seien
X1,...,X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen, welche
die Werte 1, ..., x, mit den Wahrscheinlichkeiten py, ..., pr annimmt,

dann werden bei groffem n die relativen Haufigkeiten ™ ungeféhr den
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Wahrscheinlichkeiten p; entsprechen. Hier ist n; die Anzahl der Zufalls-
variablen, die den Wert x; bei einem Zufallsexperiment annehmen. Das
arithmetische Mittel ist dann:

1
ﬁ(nlxl + - ngay) =

k n; k
I e
=1 =1

Man wiirde auch erwarten, daf die Ubereinstimmung mit der rechten
Seite um so besser ist, je grofler n ist. Das motiviert die Folgende De-
finition:

Definition 1.5.1 Sei X eine Zufallsvariable, welche genau die Wer-
te xy1,...,x mit den Wahrscheinlichkeiten py,...,pr annehmen kann,
dann ist der Erwartungswert E(X) definiert durch:

k
E(X) - Z TiPi-
i=1

Beispiel 1.5.1 Sei X eine Zufallsvariable, die die Augenzahl beim
Wiirfeln angibt, also die Zahlen 1, ..., 6 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
annimmt, dann erhalten wir:

Natiirlich erwartet man nicht, dafl 3,5 gewiirfelt wird, sondern daf} der
Durchschnitt von vielen Wiirfen etwa 3,5 sein wird.

Beispiel 1.5.2 Stellen sie sich eine Mexikanische Wiirfelbude vor! Es
wird mit zwei Wiirfeln gespielt. Wenn ein Pasch gewiirfelt wird, dann
bekommt der Spieler soviele Pesos, wie der Wurf Augen zeigt, also z.
B. beim Sechserpasch 12 Pesos. Andernfalls behélt der Budenbesitzer
den Einsatz. Wie grofl mufl dieser sein, damit sich das Geschéaft mit
dem Gliickspiel fiir den Budenbesitzer lohnt? Um den in Wahrschein-
lichkeitstheorie unkundigen Budenbesitzer zu helfen, definieren wir uns
eine Zufallsvariable X, die im Falle eines Paschs die Augenzahl, also
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den Gewinn des Spielers angibt, und wenn kein Pasch gewiirfelt wird,
den Verlust des Spielers, welcher gleich dem negativen Einsatz ist. Den
Einsatz bezeichnen wir mit a. Die Zufallsvariable X kann also folgende
Werte annehmen:

r1 =2, xo=4, x3=06, v4 =28, xv5=10, x4 =12, 7 = —a.

Da die Wahrscheinlichkeit, einen Pasch zu Wiirfeln, 1/36 betrigt, be-
kommen wir:

1
P(X:xi):%ﬁirizl,...,&

Weiterhin gibt es von insgesamt 36 moglichen Wiirfen, 30 Moglichkei-
ten, keinen Pasch zu werfen. Nach der Formel von Laplace erhalten wir
dann:

30 5
P(X = = —=-.
K=o =55
Nun koénnen wir uns den Erwartungswert ausrechnen:

5 1 4 1 6 1 g 1 10 1 12 1 5 7 5)

3636 36 36 36 36 ‘6 6 "o
Da dieser Erwartungswert der Gewinn des Spielers im langfristigen Mit-
tel ist, muf} er negativ sein, damit sich das Geschéft fiir den Wiirfelbu-

denbesitzer lohnt. Also muf3 gelten:

7 - 5
- < a-.
6 6
Das ist aber gleichbedeutend, dafl der Einsatz a grofler als 7/5 Pesos

sein muf.

Beispiel 1.5.3 Nehmen wir an, dafl die Wahrscheinlichkeit, bei einer
U-Bahnfahrt kontrolliert zu werden, 0, 05 betrégt. Ein Fahrschein koste
3,50 DM und das Schwarzfahren 60,-DM. Lohnt sich das Schwarzfah-
ren? Dazu definieren wir uns die Zufallsvariable X, welche die Werte
0 und 60 annehmen kann, wobei P(X = 0) = 0,95 und P(X = 60) =
0,05. Wir erhalten dann:

E(X)=0%0,95+ 60 % 0,05 = 3.
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Daraus kénnen wir schliefen, dafl wir beim Schwarzfahren durchschnitt-
lich 50 Pfennige sparen.

Es wurde bereits angedeutet, dafl es einen Zusammenhang zwischen
dem arithmetischen Mittel und dem Erwartungswert gibt. Dieser deu-
tete sich auch in der Ausdrucksweise ”durchschnittlich” an. Dahinter
steckt eine tiefliegende mathematische Beziehung, die hier ohne Beweis
mitgeteilt wird. Eine Plausibilitétsiiberlegung wird auf Seite 57 ange-
stellt.

Satz 1.5.1 (Gesetz der grofien Zahlen) Sei eine Folge (X,), N von
Zufallsvariablen, die identisch verteilt und unabhdngig, gegeben. Dabei
heifst eine unendliche Menge von Zufallsvariablen unabhdngig, wenn je-
de endliche Teilmenge unabhdngig ist (siehe Definition 1.3.3). Es gilt
dann:

1 n
—> X — E(Xy) firn — oo.
n-

Dabei ist der Grenzwert folgendermajffen zu verstehen: Fir jedes i € IN
ist die Zufallsvariable X; eine Abbildung eines endlichen Wahrschein-
lichkeitsraumes (€2, P) in die reellen Zahlen, also:

X;:Q— R.
FEs gilt dann fir jedes w; € Q2 mit P(w;) # 0:

o1
lim —
n—oo 7

13 Man nennt diese Art der Konvergenz von Zufallsvariablen auch auch
fast sichere Konvergenz. 4

13Da die Zufallsvariablen identisch verteilt sind, gilt natiirlich: E(X;) = E(Xs,) =

14Fast sichere Konvergenz bedeutet in diesem Fall, da die Folge der arithmeti-
schen Mittel konvergiert, falls die arithmetischen Mittel von Werten gebildet wer-
den, die mit positiver Wahrscheinlichkeit eintreten kénnen. Da andere Werte in einer
Erhebung nicht beobachtet werden kénnen, reicht diese Konvergenz fiir statistische
Zwecke vollig aus. In dem Kapitel iiber unendliche Wahrscheinlichkeitstheorie wer-
den wir den Begriff der fast sicheren Konvergenz in einer grofleren Allgemeingiiltig-
keit definieren, nicht zu letzt deswegen, weil eine unendliche Folge von Ereignissen
endlicher Wahrscheinlichkeitsrdume als Ereignis eines unendlichen Wahrscheinlich-
keitsraumes aufgefafit werden kann.
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Viele Menschen stellen sich unter Statistik so etwas wie das Bilden
von arithmetischen Mittel vor. Das Gesetz der groflen Zahlen driickt
nun aus, dal dahinter auch eine ungeahnte Weisheit steckt. Wenn wir
eine Stichprobe vom Umfang n erheben und diese mit n Zufallsvaria-
blen beschreiben, dann kénnen wir das arithmetische Mittel bilden. Ihr
Wert wird gewissen zufilligen Schwankungen unterworfen sein, diese
werden aber um so geringer ausfallen, je grofler n ist. Lassen wir im
Idealfall n gegen unendlich gehen, dann erhalten wir schliellich den
Erwartungswert.

Nachdem wir die Binomialverteilung als eine der wichtigsten Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen kennegelernt haben, wollen wir nun ihren
Erwartungswert bestimmen.

Satz 1.5.2 (Erwartungswert der Binomialverteilung) Die Bino-
mialverteilung B(n,p) besitzt den Erwartungswert np

Beweis: Nach Definition des Erwartungswertes ist

BX) -3 k(}j)pk(l e (15)

Nach einer elementaren Rechnung kénnen wir umformen:

()=o)

Wenn wir dieses Ergebnis in (1.5) einsetzten und np ausklammern,
erhalten wir:

" fn—1\ ,_ ne1)— (k—
Y <k_1>p'“ H(1—p)rimtmy,
k=1

Es bleibt also zu zeigen, da§ -7, (Zj)pk_l(l —p) D=1 gleich eins
ist. Dazu fiithren wir eine Indexverschiebung durch, indem wir £ durch
k — 1 ersetzen, und erhalten dann:

ni: (n ; 1)29’“(1 —p)V T = (p+(1—-p)" " =1

k=0

Im letzten Schritt haben wir die binomische Formel (1.2) angewendet.
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Beispiel 1.5.4 (Erwartungswert der Bernoulliverteilung) Da die
Bernoulliverteilung eine spezielle Binomialverteilung ist, erhalten wir

nach Satz 1.5.2 fiir die Zufallsvariable X mit der B(1, p)-Verteilung:

E(X) = p. Wir konnen den Erwartungswert aber auch sehr leicht

direkt ausrechnen. Sei X B(1,p)-verteilt, d.h P(X = 1) = p und

P(X =0) =1— p, dann haben wir:

E(X)=1xp+0x(1—-p)=p.

Der Erwartungswert besitzt zwei niitzliche Eigenschaften, die das
Rechnen mit ihm erleichtern.

Satz 1.5.3 (Eigenschaften des Erwartungswertes) Seien X, Xi,..., X,
Zufallsvariablen und a € R, dann gilt:

1.

E(aX)=aE(X)

E(Xi 4+ Xo) = E(X)) + - + E(X,).

Beispiel 1.5.5 Seien Xi,...,X,, unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen, die alle die Bernoulliverteilung B(1, p) besitzen. Nach
Beispiel 1.5.4 gilt fiir alle i = 1,...,n E(X) = p. Die Zufallsvariable

X=X+ +X,

hat nach Satz 1.4.1 die Binomialverteilung B(n, p), deren Erwartungs-
wert nach Satz 1.5.2 np ist. Mit dem Satz 1.5.3 konnen wir dieses Er-
gebnis leicht bestéatigen:

Wir haben gesehen, dafl die Folge der arithmetischen Mittel einer
Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen gegen
den Erwartungswert konvergiert. Erlauben wir uns nun den Spaf, den
Erwartungswert eines arithmetischen Mittels zu bestimmen!
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Beispiel 1.5.6 X,..., X, seien unabhéngige und identisch verteilte
Zufallsvariablen, dann gilt fiir das arithmetische Mittel:

> X) = B(X)).

E(,3-X) = 3 BX) =
1 1
- ;E(Xl) = —nE(X,) = E(Xy).

Diese Eigenschaft des arithmetischen Mittels spielt in der schliefende
Statistik ein bedeutende Rolle. Wenn n&mlich viele verschieden Perso-
nen unabhéngig voneinander eine Stichprobe vom Umfang n erheben,
diese durch Zufallsvariablen beschreiben, und das arithmetische Mittel
bilden, dann werden ihre Ergebnisse nicht allzusehr voneinander abwei-
chen.

In der Regel wird der Wert, den eine Zufallsvariable bei einem Zu-
fallsexperiment annimmt, mehr oder weniger vom Erwartungswert ab-
weichen. Ein Ma#f fiir die Streuung ist der Erwartungswert der quadra-
tischen Abweichung vom Erwartungswert.

Definition 1.5.2 Sei X eine Zufallsvariable und E(X) ihr Erwar-
tungswert, dann ist die Varianz V(X) definiert durch:

V(X) = E(X - BE(X))" =) (z - E(X))?P(X = z).

Man bildet deswegen das Quadrat, damit sich Abweichungen, die
kleiner als E(X) sind, sich nicht von solchen, die grofier sind, zu null
addieren, bzw. zu einer sehr kleinen Summe addieren, obwohl die Ab-
weichungen sehr grof sind. Der Leser wird jetzt vielleicht mit einem
gewissen recht einwenden, warum man nicht etwa den Betrag statt das
Quadrat bildet. Auch dadurch wiirden sich die unerwiinschten Effek-
te vermeiden lassen. Darauf sei erwidert, dal der Erwartungswert und
die Varianz Maf}zahlen sind, ungefihr so, wie Lange und Winkel Mafle
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sind, mit denen sich ein Seefahrer orientieren kann. Wir werden sehen,
dafl wir mit dem Erwartungswert und der Varianz sehr gut durch die
Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik navigieren kénnen.

In der Biologie ist die Varianz z. B. ein Maf fiir die Variabilitéit eines
Merkmales, die genetisch oder umweltbedingt sein kann. Bei Ziichtun-
gen ist man an einer kleinen genetischen Variabilitét interessiert, so daf3
die Varianz zunehmend kleiner wird.

Die Varianz besitzt eine Eigenschaft, die ihre Bedeutung plausibel
erscheinen 1at. Da sie der Erwartungswert der Zufallsvariablen (X —
E(X))?, konnen wir das Gesetz der grofien Zahlen anwenden (siche
Satz 1.5.1). Sei néimlich eine Folge (X,,), .y von identisch verteilten und
unabhéngigen Zufallsvariablen gegeben, dann sind auch fiir alle ¢ € IN
die Zufallsvariablen (X; — F(X;))? identisch verteilt und unabhingig,
was der Leser als Ubung verifizieren mége. Nach dem Gesetz der grofien
Zahlen gilt dann:

n

L Z(Xz — B(X;))? — V(X) fiir n — oo.

n;3

D. h. die mittlere quadratische Abweichung konvergiert gegen die Vari-
anz. Ebenso konvergiert die empirische Varianz —= 37 | (X; — E(X;))?
gegen die Varianz, da lim, .., =7 = 1. Daf} in der Statistik der empiri-
schen Varianz gegeniiber der mittleren quadratischen Abweichung der
Vorzug gegeben wir, erscheint dem Leser zunéchst sicher gekiinstelt,

wir aber in dem Kapitel iiber schlieflende Statistik deutlich werden.

Beispiel 1.5.7 (Varianz der Bernoulliverteilung) Sei X eine Zu-
fallsvariable mit der Bernoulliverteilung B(1,p). Der Erwartungswert
ist dann nach Beispiel 1.5.4 gleich F(X) = p. Wir bilden nun die Zu-
fallvariable (X — p)?. Da X die Werte 1 und 0 mit Wahrscheinlichkeit
p und 1 — p annimmt, haben wir:

P(X —p=(1-p?®)=pund P((X —p)*=p°) =1-p.

Dann erhalten wir:
E(X=p?)=0=p?)sp+p°«(1—p)=

p(L=p)[(1—p)+p]=p(1-p).
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Der nun folgende Satz vereinfacht die Berechnung von Varianzen
erheblich.

Satz 1.5.4 Sei X eine Zufallsvariable und p = FE(X), dann gilt:
V(X)=E(X?) — p*
Beweis: Unter Beriicksichtigung von Satz 1.5.3:
V(X) = E((x — p)*) = E(2* = 2Xp + p1°)

= B(a®) — B((2Xp) + i) = B(X?) = 2p% + pi?
= B(X?) — u*.

Beispiel 1.5.8 (Varianz der Binomialverteilung) Wir werden den
Satz 1.5.4 benutzen, um die Varianz der Binomialverteilung zu berech-
nen. Nach Satz 1.5.2 ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X
mit der Binomialverteilung B(n, p) gleich E(X) = np. Wir haben also
im wesentlichen nur noch E(X?) zu bestimmen. Dazu bedienen wir uns
eines Tricks; wir berechnen némlich F(X?— X) = F(X?) — E(X). Wir
haben dann also nur noch np dazuzuaddieren, um E(X?) zu erhalten.
Da die moglichen Werte, die X annehmen kann, 1,...,n sind, haben
wir:

BXCE =) = k=)0t )
k=0

So dhnlich wie im Beweis von Satz 1.5.2 zeigt man in einer kleinen
Nebenrechnung, dafl

k(k—l)(Z) :n(n—1)<z:§>.

Wenn wir das in der rechten Seite von (1.6) substituieren und n(n—1)p?
ausklammern, bekommen wir:

"2
n(n—1)p* (Z B 2)19’“‘2(1 —p)n AR,
k=2
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k
den Summationsindex k durch k+2 ersetzen, erhalten wir unter Bertick-

sichtigung der binomischen Formel:

AN oV (ke
3 1 — ) (=2~ (k—2) _
<k:—2>p (1=p)

Wir zeigen nun, dafl Y27 _, (":g)pk_2(1 — p)»=2=(=2) — 1. Wenn wir

2 (n -2\ (n—2)—(k) n—2
> p*(1—p) =(p+1-p) =1L
imo\ K
Damit haben wir:E(X? — X) = F(X?) — E(X) = n(n — 1)p* Die
Varianz ist dann:

V(X) =n(n—1)p* + np — (np)* = np(1 — p).

Die Varianz V(X) einer Zufallsvariablen X besitzt noch einen klei-
nen Nachteil, sie hat ndmlich eine andere Dimension als X und auch
als F(X). Wenn X z. B. eine Lénge oder Temperatur bezeichnet, dann
auch der Erwartungswert, aber nicht die Varianz, sie ist dann das ent-
sprechende Quadrat. Aus diesem Grund hat sich die folgende Definition
eingebiirgert.

Definition 1.5.3 Sei X eine Zufallsvariable, dann heift die Quadrat-
wurzel ox aus der Varianz V(X)) die Standartabweichung der Varianz
V(X).

Beispiel 1.5.9 Ein Huhn einer bestimmten Sorte legt pro Tag mit der
Wahrscheinlichkeit

0,2 kein Ei

0,5 ein Ei

0,3 zwei Eier .

Diesen Sachverhalt beschreiben wir mit der Zufallsvariable X, wobei
P(X=0)=0,2, P(X=1)=0,5und P(X =2)=0,3 gilt. Wenn der
Erlos fiir ein Ei 10 Pfennige betriagt, wollen wir wissen, wie hoch der
erwartete Erlos und die Streuung ist. Zu diesem Zweck multiplizieren
wir die Zufallvariable X mit 10. Nach Satz 1.5.3 gilt: £(10X) = 10E(X)
und V(10X) = F(10X — E(10z))? = 10?E(X — E(X))?. Wir berechnen
uns nun F(X) und V(X):
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E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X =2) =

0-0,24+1-0,5+2-0,3=1,1.

V(X) = E(X - E(X))* =
(0—1,1)2-0,2+(1-1,1)*-0,54+(2—1,1)*-0,3 = 0, 49.

Damit ist der erwartete Erlos F(10X) = 11 Pfennige und die erwartete
quadratische Abweichung V(10X) = 100-0, 49Pfennige* = 49Pfennige?.
Fiir die Streuung erhalten wir dann: ox = /49 Pfennige = 7 Pfennige.

Fiir den Hiithnerhalter ist der erwartete Erlos und die Streuung bei
einer grofferen Anzahl von Tieren interessanter. Dazu ist der folgende
Satz sehr niitzlich.

Satz 1.5.5 Seien X und Y zwei unabhingige Zufallsvariablen, dann
qgilt:
VIX+Y)=V(X)+ V().

Beweis: Nach Satz 1.5.4 gilt:
V(X4Y) = E(X4+Y)?)—E(X+Y)? = B(X*42XY4+Y?)—(E(X)+E(Y))* =

E(X*)+EQ2XY)+E(Y?) - E(X)*-2E(X)E(YY)—-EY))*=
[E(X?) = BE(X)*] + [E(Y?) = B(Y))’] + 2[E(XY) — BE(X)E(Y)] =
V(X)+V(Y)+2[E(XY) - E(X)E(Y)].

Es bleibt also noch zu zeigen, daf} fiir unabhéngige Zufallsvariablen
X und Y gilt: E(XY) = E(X)E(Y). Da diese Relation spéter noch
benotigt wir, soll sie in einem Hilfssatz formuliert und bewiesen werden.

Hilfssatz 1.5.6 Seien X und Y zwei unabhdngige Zufallsvariablen,

dann gilt:
E(XY)=EX)E(Y).
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Beweis: Diese Relation zeigen wir durch eine Rechnung, wobei wir
P(XY =zy) = P(X = 2)P(Y = y) fiir unabhéngige Zufallsvariablen
beriicksichtigen:

E(XY) = Zx-yP(XY =zy) = Za:-yP(X =z)P(Y =y) =

Y aP(X =x)> yP(Y =y)=EX)E(Y).

Man kann aus Satz 1.5.5 folgern, daf fiir n unabhéngige Zufallsva-
riablen Xy,..., X, gilt:

V(Xi+ -+ X)) = V(X + -+ VI(X,).

Beispiel 1.5.10 (Fortsetzung von Beispiel 1.5.9) Wir nehmen an,
daB der Hiihnerhalter 100 Tiere besitzt. Diesen ordnen wir 100 Zu-
fallsvariablen X, ..., X900 zu. Entsprechend dem Beispiel 1.5.9 ha-
ben sie die Eigenschaft P(X; = 0) = 0,2, P(X; = 1) = 0,5 und
P(X;=2)=0,3firi=1,...,100. Sie sind also identisch verteilt. Wir
setzen voraus, dafl sie unabhéngig sind, da die Annahme verniinftig er-
scheint, daf sich die Hiihner in ihrem Legeverhalten nicht gegenseitig
beeinflussen.
Fiir den erwarteten Erlos bekommen wir:

100 100
E(3-10X,) = 3 E(10X,) = 100 - 10E(X;) = 1100 Pfennige.
=1 =1

Die Varianz berechnen wir uns nach Satz 1.5.5:

100 100

V(Q_10X;) = > V(10X;) =

i=1
100V (10X;) = 100 - 100 - 0,49 = 4900.

Als Streuung bekommen Wir:"ziﬁ? ox, = 70 Pfennige.

Mit Hilfe der Standartabweichung kénnen wir uns das Gesetz der
grofien Zahlen plausibel machen (siehe Satz 1.5.1). Sei X, X, ... eine
Folge von identisch verteilten und unabhéngigen Zufallvariablen, dann
betrachten wir die Folge der arithmetischen Mittel (£ 37, X;), N, die
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gegen den Erwartungswert £(X;) konvergiert. Diesen Erwartungswert
konnen wir als eine Zufallsvariable auffassen, die konstant ist. Daher ist
ihre Streuung gleich null. Man wiirde nun erwarten, dafl die Folge der
Streuungen der arithmetischen Mittel (1 37, X;) |\ gegen null geht.
Das ist in der Tat der Fall. Nach Satz 1.5.5 erhalten wir ndmlich:

n

iXi) = ;2 Y V(X)) = nlznV(Xl) = 0.

=1

V(

Mit der Varianz geht aber auch die Standartabweichung gegen null.
&®
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Kapitel 2

Schlieflende Statistik

2.1 Schitzmethoden

2.1.1 Punktschitzung

In den bisherigen Fiéllen war die Verteilungsfunktion von Zufallsvaria-
blen bekannt. Sie folgte z. B. aus einem Modell wie etwa einem Ur-
nenmodell oder dem Bernoullischema. Weil wir die Verteilung kannten,
konnten wir Voraussagen iiber die Wahrscheinlichkeiten3n treffen, mit
der eine Zufallsvariable Werte annehmen kann.

In der Praxis ist die Zielrichtung meistens umgekehrt. Es werden
Werte von Zufallsvariablen beobachtet, um daraus Aussagen iiber die
unbekannte Verteilungsfunktion zu gewinnen. Oft reichen die Beobach-
tungen bei weitem nicht aus, um die Verteilungsfunktion in ihrem ge-
samten Verlauf schéitzen zu konnen, sondern nur einige Parameter wie
z. B. Erwartungswert oder Varianz. Fiir viele Zwecke geniigt das auch.
Grundlegend hierfiir ist eine Stichprobe. Sie besteht aus den Werten von
n identisch verteilten und unabhéngigen Zufallsvariablen Xi,..., X,
die auch Stichprobenvariablen genannt werden. n heifit der Umfang
der Stichprobe.

Seien X,..., X, unabhéingig und nach einer unbekannten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung identisch verteilt, dann kann z. B. der Erwar-
tungswert © = E(X7) ein interessierender Parameter sein. Diesen kann
man schétzen, ohne die Verteilung zu kennen. Es gilt ndmlich (sieche
Satz 1.5.1 und Beispiel 1.5.6):
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Die beiden Eigenschaften rechtfertigen es, X = X(X1,...,X,) als
Schétzfunktion des Erwartungswertes zu verwenden. Die zweite Eigen-
schaft bedeutet, dal die zufilligen Ergebnisse von verschiedenen Perso-
nen, die das arithmetische Mittel bilden, nicht allzu sehr voneinander
abweichen. Diese Eigenschaft nennt man Erwartungstreue.

Die erste Eigenschaft besagt, daf§ die Schitzung um so genauer ist,
je grofer der Stichprobenumfang ist. Diese Eigenschaft nennt man Kon-
sistenz.

Da diese Eigenschaften wiinschenswert sind, ist die nun folgende
Definition motiviert.

Definition 2.1.1 FEine Funktion
T(X1,...,X,)

der Stichprobenvariablen Xy, ..., X, heifst Schitzfunktion fir den Pa-
rameter ©, wenn thr Wert als Schétzung fir © verwendet wird. Sie
heifit erwartungstreue Schdtzfunktion, wenn

E(T(X:,...,X,) =O.

Falls
nlirrolo T(Xy,...,X,) =06,

dann nennt man T eine konsistente Schdtzfunktion.

Da eine Schéatzfunktion ebenfalls eine Zufallsvariable ist, ist es moglich,
den Erwartungswert E(7T') zu bilden. Ebenso ist die Varianz V(T") de-
finiert. Man kann zeigen, daf}

T(X1,...,X,) =

> X
i=1
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diejenige erwartungstreue Schétzfunktion fiir den Erwartungswert ist,
welche die kleinste Varianz besitzt. Kleine Varianzen von Schétzfunk-
tionen sind wiinschenswert, da dann die Ergebnisse von Stichproben
nicht so stark um den zu schitzenden Parameter streuen.

Wenn die Stichprobenvariablen konkrete Werte annehmen, kann der
Wert der Schétzfunktion berechnet werden. Mit Hilfe der beobachte-
ten Werte kann aber auch die Verteilungsfunktion niéherungsweise be-
stimmt werden. In diesem Zusammenhang spielt die empirische Vertei-
lungsfunktion eine wichtige Rolle. Sie erhélt man, indem die beobachte-
ten Werte z1, ..., z, zu der Ereignismenge eines endlichen Wahrschein-
lichkeitsraumes zusammenfafit. Die Wahrscheinlichkeiten sind dann durch
die relativen Haufigkeiten gegeben.

Definition 2.1.2 Seien x1,...,x, die beobachteten Werte der Stich-
probenvariablen X, ..., X,,. Wenn ein Wert y k—mal unter den beob-
achteten Werten vorkommt, dann heifit
k
Panp(X =) =~
die empirische Wahrscheinlichkeit. X st hier eine Zufallsvariable, die
die beobachten Werte mit der Wahrscheinlichkeit, die gleich der relati-
ven Haufigkeit ist, annimmt. Die zu diesen Wahrscheinlichkeiten kon-
struierte Verteilungsfunktion heifst die empirische Verteilungsfunktion.:

Fong () = Pa( X < ).

Wenn wir uns z. B. fiir die Anzahl von Erfolgen bzw. Miflerfolgen
interessieren, dann kénnen wir die Stichprobe als eine Urne mit weiflen
(Erfolg) und schwarzen (Miferfolg) Kugeln auffassen. Die empirischen
Wahrscheinlichkeiten sind dann durch die relativen H&ufigkeiten des
Auftretens von Erfolg bzw. Miflerfolg gegeben.

In der schlieBenden Statistik macht man héufig von einem Schétz-
prinzip gebrauch. Dieses besagt, dafl man einen Aspekt einer unbekann-
ten Verteilungsfunktion durch den entsprechenden Aspekt der empiri-
schen Verteilungsfunktion schéitzten kann. Dieses Schétzprinzip liegt
darin begriindet, dafl die empirische Verteilungsfunktion um so genau-
er der tatsdchlichen entspricht, je grofler der Stichprobenumfang ist. Es
gilt ndmlich der folgende Satz:
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Satz 2.1.1 (Cantelli, Glivenko) Seien Xy, ..., X,, Stichprobenvaria-
blen eines endlichen Wahrscheinlichkeitsraumes mit der Verteilungs-
funktion F : R — [0, 1]. In einer Stichprobe vom Umfang n nehmen sie
gewisse Werte an, zu denen wir die empirische Verteilungsfunktion F,
bilden. Es gilt dann fiir alle x € R:

lim F,(z) = F(z).

n—oo

Beweis: Wenn X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F'
ist, dann haben wir nach Definition:

Flz)= Y P(X =y).
y<z
Da die empirischen Verteilungsfunktionen F}, mit den relativen Haufig-
keiten gebildet werden, geniigt es zu zeigen, dafl die relative Haufig-
keiten S,(y), mit denen y beobachtet wird, mit wachsendem n gegen
P(X = y) konvergieren. Dazu definieren wir uns neue Stichprobenva-
riablen Y7, ..., Y, wie folgt:

1 fallsX; =y
Yi= { 0 sonst

fiir ¢ = 1,...,n. Diese Zufallsvariablen sind dann Bernoulliverteilt mit
p = P(X = y). Weiterhin haben wir:

1>
723/@7
=1

n .—

Sn(y) =

wobei fiir ¢ = 1,...,n y; die Werte von Y; sind, die bei einer Stich-
probe beobachtet wurden. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen (siche
Satz 1.5.1) konvergiert £ 37 V; fast sicher gegen E(Y;). Nun ist aber
EMY)=p=PX =y).

Da der Erwartungswert einer empirischen Verteilungsfunktion durch
das arithmetische Mittel geben ist, geniigt die Schiatzung des Erwar-
tungswertes einer unbekannten Verteilungsfunktion durch das arithme-
tische Mittel der beobachteten Werte dem obigen Schétzprinzip. Wir

'Der Satz von Cantelli und Glivenko kann auch fiir unendliche Wahrscheinlich-
keitsrdume bewiesen werden. Der Beweis ist dann aber komplizierter.
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wollen uns nun die Varianz vorkniipfen. Seien z1,...,x, beobachtete
Werte einer Stichprobe und T das arithmetische Mittel, dann ist nach
dem Schétzprinzip

eine Schiitzung fiir die unbekannte Varianz o?. Dieser Umstand legt es
nahe, die Funktion

A 127 _

S2 - *Z(XZ - X>2

iz
als Schitzfunktion fiir die Varianz zu nehmen. Nach dem Gesetz der
grofen Zahlen ist sie auch konsistent Sie ist jedoch nicht erwartungs-
treu, d. h. E(S?) # V(X;), was wie nun zeigen wollen.
Da die Stichprobenvariablen X1, ..., X, identisch verteilt sind, ha-

ben wir

S E((X - X)) = B((X, - X)2).

1
n;3

E(imﬁxwz

n =
Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir an, daf firz=1,...n
der Erwartungswert F(X;) = 0 ist. Wenn dieses nicht der Fall sein
sollte, betrachten wir statt dessen die Zufallsvariablen X; — E(X;), die
die gleiche Varianz besitzen, und auch identisch und unabhingig ver-

teilt sind. Weiterhin verwenden wir den Hifssatz 1.5.6. Aus ihm folgt
E(z7) = 1E(X}), denn:

E(X2) + i S E(X)E(X,) = E(XY).

i=2
(wegen E(X;) = 0) Durch eine dhnliche Rechnung bekommen wir:
B(X:?) = LE(X?)



2
ne 4 itj
1 & 1
E(Z BE(X?) = 7”E(Xf)-
i=1

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir leicht F((X; — X)?) ausrechnen:

E((X: - X)?) = E(X]) = 2B(X,X) + E(X)?)) =

B(X7) ~ 2B(X) + B(X}) =
"R = "X,

da F(X;) = 0. Wem die Transformation X; — X; — E(X}) nicht ganz
geheuer ist, moge sie nun wieder riickgéngig machen, und in der letzten
Zeile der Rechnung X; durch X; — E(X;) ersetzen. Man erhilt dann:

n—1 n—1

E((X{ - E(Xy)) = V(X1).

n
Aus diesem Grund verwendet man die empirische Varianz

1
n—1

S? = > (X — E(X)?,
=1

welche Erwartungstreu ist. Da lim "T_l = 1 ist, ist sie auch konsistent.
Aus Griinden der Ubersicht fassen wir die bisher erhaltenen Ergeb-
nisse in einem Satz zusammen.

Satz 2.1.2 Seien X4,..., X, Stichprobenvariablen, dann gilt:

1. Das arithmetische Mittel

ist eine erwartungstreue und konsistente Schdtzfunktion fir den
Erwartungswert E(Xy). Auferdem besitzt sie unter allen erwar-
tungstreuen Schatzfunktionen fiir den Erwartungswert die kleinste
Varianz.
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2. Die empirische Varianz

1
n—lz.

(X, — (X,

ist eine erwartungstreue und konsistente Schdtzfunktion fir die
Varianz.

2.1.2 Intervallschitzungen

I. A. schiatzt man mit einer Punktschitzung nicht exakt den wahren
Wert, sondern er wird mehr oder wenig deneben liegen. Aus diesem
Grund ist es sinnvoll, ein Intervall anzugeben, das den wahren Wert mit
einer groffen Wahrscheinlichkeit enthéalt. Wenn x4, ..., x,, die beobach-
teten Werte einer Stichprobe sind, dann sind wir daran interessiert, ein
Intervall I = [T(x1,...,%,),T(x1,...,2,)] zu bestimmen, welches den
interessierenden Parameter © mit einer gewissen groflen Wahrschein-
lichkeit iiberdeckt. Wenn wir ein solches Intervall I bestimmt haben,
dann ist entweder © in dem Intervall I enthalten oder nicht, da © ein
fester Wert ist. Es ist also sinnlos, zu behaupten, dafl mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit © € I gilt, sondern man kann das Intervall I so
wéhlen, dafl es mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit den festen
Wert © trifft.

Bei dieser Vorgehensweise ist ein Kompromif3 zwischen zwei sich aus-
schliefenden, aber jeweils wiinschenswerten Forderungen zu schlieflen.
Zum einen soll das Intervall moglichst klein sein, um moglichst préazise
Aussagen machen zu konnen, zum anderen ist es wiinschenswert, die
vorgegebene Wahrscheinlichkeit, mit der das Intervall den Parameter
O enthilt, sehr grof zu wihlen. Wenn wir z. B. den Parameter p der
Bernoulliverteilung schiitzen wollen, dann ist sicherlich p € [0,1] mit
Wahrscheinlichkeit eins. Dieses Intervall ist aber so grof, daf es keine
Aussagekraft mehr besitzt. Eine extrem kleines Intervall wiirden wir
durch eine Punktschitzung bekommen, ndmlich ein Intervall, das nur
einen Punkt enthélt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl dieser Punkt mit dem
Parameter p iibereinstimmt, ist aber sehr klein.

Definition 2.1.3 Seien x4, ..., x, die beobachteten Werte einer Stich-
probe, dann ist ein Konfidenzintervall zum Vertrauensniveau vy ist ein
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Intervall

[T(x1,. . 20), T(x1,. .., 2,)],
das den wahren, aber unbekannten Parameter © mit mindestens der
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit v tiberdeckt.

Man ist, wie oben bemerkt, daran interessiert, die Konfidenzinter-
valle moglichst klein zu wahlen. Da die Berechnung der Funktionen
T(xy,...,x,) und T(z1, ..., 2,) 1. A. sehr aufwendig ist, gibt es umfang-
reiches Tabellenmaterial, in denen Konfidenzintervalle vertafelt sind.

Als Vertrauensniveau sind 0,95 oder 0,99 géngige Gréfen. In der
Medizin oder Pharmazie werden auch gréflere Vertrauensniveaus ver-
wendet, z. B. 0,999. Fiir welche Grofie man sich entscheidet, liegt an den
praktischen Erfordernissen und ist weniger eine Frage der Mathematik.
In den Tabellen wird statt dem Vertrauensniveau -y meistens o = 1 — 1y
angegeben, da diese Grofle auch fiir statistische Tests eine grofie Bedeu-
tung besitzt. Je grofler o ist um so kleiner wird das Konfidenzintervall
ausfallen. Da Konfidenzintervalle aus den zufélligen Ergebnissen einer
Stichprobe bestimmt werden, wird man durch verschiedene Stichproben
auch unterschiedliche Konfidenzintervalle erhalten. Die Zahl o besagt
nun, daf§ man im langfristigen Mittel in hochstens a - 100% der Fille
daneben liegen wird, wihrend man in den restlichen Fillen ein Konfi-
denzintervall bestimmt hat, welches den wahren Wert enthélt. o wird
in der Literatur auch Irrtumswahrscheinlichkeit genannt.

Beispiel 2.1.1 (Fortsetzung von Beispiel 1.4.3) Im Beispiel 1.4.3
haben wir unter Beriicksichtigung von Satz 1.4.2 durch eine Maximum-—
Likelyhood—Schétzung die Anzahl der Vogel geschitzt. Es stellte sich
heraus, daf§ das eingetretenen Ereignis fir p = 1/10 die maximale
Wahrscheinlichkeit besitzt. Da p gleich der relativen Haufigkeit der be-
ringten Vogel ist, schlossen wir, dafl es in etwa 100 Vogel gibt. Die
Aussage "in etwa 100 Vogel” kénnen durch die Angabe eines Konfiden-
zintervalls prézisieren. Dazu wihlen wir uns o = 0,05. Aus der Tabelle
(siche Anhang) bestimmen wir nun ein Konfidenzintervall fiir den Pa-
rameter p der Binomialverteilung B(n,p). Hier ist n = 10 und X =1
und wir lesen das folgende Konfidenzintervall ab:

[0.01,0.4].
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Da die relative Haufigkeit 10/N mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o =
0,05 in diesem Intervall liegt, konnen wir eine Konfidenzintervall fiir
die Anzahl N der Vigel zum Vertrauensniveau 0,95 berechnen und be-
kommen fiir die untere Intervallgrenze N = 10/0,4 = 25 sowie fiir die
obere Intervallgrenze N = 10/0,01 = 1000. Dieses Ergebnis ist so zu
verstehen, daf§ im Mittel in 95% aller Fille, in denen von zehn beob-
achten Vogel einer beringt ist, die Anzahl der Vogel in dem Intervall
[25,1000] liegt. Das Intervall diirfte den Forster nicht sehr befriedi-
gen, weil es ziemlich grof§ ist. Er wiirde dann zu recht auf die Idee
kommen, die Anzahl der Beobachtungen zu erhéhen. Es ist auch eine
Aufgabe der Statistik, den Stichprobenumfang so zu bestimmen, dafl
dabei brauchbare Ergebnisse herauskommen. Wir werden weiter unten
ein Verfahren kennenlernen, mit dem man den Stichprobenumfang n so
bestimmen kann, dafl das Konfidenzintervall fiir den Parameter p der
Binomialverteilung B(n, p) eine gewisse Grofle nicht iiberschreitet.

Die Konfidenzintervalle fiir die Binomialverteilung B(n,p) sind i.
A. bis zu n = 30 vertafelt. Das liegt nicht nur daran, dafl es unmoglich
ist, beliebig viele Tafeln zu erstellen, sondern man kann fiir groflere n
die Konfidenzintervalle sehr gut durch ein Verfahren nidherungsweise
berechnen. Dieses Verfahren beruht auf einer Approximation der Bino-
mialverteilung. Es ist eine keinesweges abwegige Vorstellung, daf§ sich
gewisse zufillig gewonnenen Werte sich in etwa so wie die beriihmte
GauBlsche Glockenkurve um den Mittelwert verteilen. Dieses ist bei der
Binomialverteilung der Fall, wir die Graphic 2.1.2 andeutet.

&®

Die Approximation ist um so besser, je grofier n ist. Da mit stei-
gendem n der Erwartungswert np und die Varianz np(1 — p) der Bino-
mialverteilung gegen unendlich geht, betrachtet man statt der binomi-
alverteilten Zufallvariablen X,, ? die sogenannte standarisierte Zufalls-
variable

Z = AP

np(1 —p)

Sie besitzt unabhéngig von n den Erwartungswert null und die Varianz

2Der Index n bedeutet, daB X,, die Binomialverteilung B(n, p) besitzt.
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Abbildung 2.1: Die Treppenfunktion beschreibt die Binomialverteilung
B(30,0.5). Nichtganzzahlige Werte wurden zu der néichsten ganzen
Zahl gerundet und dann die Wahrscheinlichkeit bestimmt, mit der ei-
ne B(30,0.5)-verteilte Zufallsvariable diese ganze Zahl annimmt. Diese
Wahrscheinlichkeit ist dann also gleich der Fliache zwischen der Ab-
szisse und der "Treppenstufe”. Diese Flache ist aber ndherungsweise
die Fldche zwischen der ”Glockenkurve” und der Abszisse in den ent-
sprechenden Grenzen. Nach elementarer Analysis kann man die Fliche
mit einem Integral berechnen (siehe Anhang....). Durch die Parame-

tertransformation Z, = —=2="2_ hekommt man dann ein Integral der
\/np(1=p)

22
Form [° \/#276_7%.

68



eins. Nach Satz 1.5.3 haben wir namlich:

Xn_np

E(Zy) = E( ) =

np(l — p)

L (B(X,)—np) =0,

np(l —p)

Unter Beriicksichtigung von V(aX) = a?V(X) und dem Satz 1.5.5
bekommt man:

1 1
np(1 — p) V(%) = Vinp)) = np(1 —p)

Es ist nicht nur der folgende Satz, weswegen die ” Gaufische Glocken-
kurve” eine solche Berithmtheit erlangt hat.

(np(1 —p) —0) = 1.

Satz 2.1.3 (Moivre, Laplace) Sei X, fiir jedes n eine B(n, p)-verteilte
Zufallsvariable, dann gilt fir a < b:

X, —np

b 1 22
<b :/ L e Sa
)_ ) a \/27’(’6

Nach dem Hauptsatz (siehe Anhang) konnen wir das Integral be-

lim P(a <

np(l—p

rechnen, wenn wir eine Stammfunktion ®(z) mit der Eigenschaft %(;) =

.’152 .
\/%76_7 kennen. Es gilt dann:

Xn_np

Ve <b)~ /ab \/12_7Tez22dc — B(a) — B(b).

Da Stammfunktionen nicht eindeutig bestimmt sind, kénnen wir noch
zusétzliche Bedingungen an ® stellen. Man kann z. B. zeigen, da8 es eine
eindeutig bestimmte Stammfunktion ® gibt, die folgende Eigenschaften
besitzt:

lim P(a <

lim ®(z) =0und lim ®(z)=1.

r——00 r——00
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Diese Funktion ® ist die Verteilungsfunktion eines gewissen unendlichen
Wahrscheinlichkeitsraumes (siehe ...). Sie heifit Standartnormalvertei-
lung. Da ihre Werte nicht elementar berechnet werden kénnen, sind sie
mit guter Naherung vertafelt (siche ...). Um nun Konfidenzintervalle zu
bestimmen ist eine Begriffsbildung erforderlich.

Definition 2.1.4 Sei X eine Zufallsvariable mit einer beliebigen Ver-
teilung sowie a € (0, 1), dann heifst eine Zahl x, mit

P(X <z,)<aund P(X>x,)>1—«
a-Quantil. Ein 1/2-Quantil heifft auch Median.

Falls der Wert o von der Verteilungsfunktion F' von X angenommen
wird, dann kann man ein a—Quantil bestimmen, indem man einen Wert
To mit F(x,) = «a sucht. Ein a—Quantil braucht auch nicht eindeutig
bestimmt zu sein. Als Beispiel kann man sich die Bernoulliverteilung
B(1,p) vor Augen fithren. Wenn o = p gewéhlt ist, dann ist jedes
To < 1 ein a-Quantil, was die Leserin oder Leser zur Ubung verifizieren
moge.

Kehren wir nun zur approximativen Bestimmung von Konfidenzin-
tervallen der Binomialverteilung B(n, p) zuriick! Dazu nehmen wir an,
dafl die B(n,p)-verteilte Stichprobenvariable X durch eine Stichpro-
be einen konkreten Wert x angenommen hat. Sei ein Vertrauensniveau
v = 1 — a vorgegeben, dann bestimmen wir ein (in diesem Fall das)
a/2-Quantil 24/, und 1 — o/2-Quantil ;_, /o der Standartnormalver-
teilung aus der Tabelle (siehe...). Aus Symmetriegriinden ist iibrigens
Ti—aj2 = —Tqs2. Wenn wir den Betrag dieser Zahlen gleich ¢ setzen,
haben wir nach Satz 2.1.3:

T —np

P(—c< <c¢)x~1-a.

np(1l —p)

T—np
np(1—p)
Konfidenzintervall berechnen, indem wir sie nach p auflésen. Man erhélt
dann das Konfidenzintervall:

1 n_ 4 2z cVc2ntdnx—4z2 1 — - 2z +cx/c2n+4nz—412

[ S 2+n vn (c24n) c?+n c?+n Vn (c2+n) ]

2 ’ 2

Aus der Ungleichungskette —c < < ¢ konnen wir uns das

(2.1)
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Beispiel 2.1.2 (Mendelsche Kreuzungsexperiment) Mendel zihl-
te 1865 bei seinen beriihmten Kreuzungsexperiment 6022 gelbe Erbsen

und 2001 griine Erbsen (siche [8]). Die Elterngeneration war dabei mi-

scherbig. Wir wollen nun ein Konfidenzintervall mit der Irrtumswahr-

scheinlichkeit o« = 0.05 fiir die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dafl ein

mischerbiges Erbsenpaar eine Pflanze mit griinen Erbsen als Nachkom-

me bekommt. Dazu bestimmen wir aus der Tabelle das 0.025-Quantil

T4/2 der Standartnormalverteilung. Es lautet —1.96. Nach Formel ( 2.1)

bekommen wir das Konfidenzintervall:

[0.240062, 0.258994].

Wir wollen uns nun die Lénge des Intervalls ausrechnen. Indem
wir die Intervallgrenzen von (2.1) voneinander subtrahieren, bekommen
durch eine einfache Rechnung;:

l:cx/02n+4nx—4x2‘ (2.2)
Vi (@)

Unser Ziel ist es, eine untere Grenze fiir den Stichprobenumfang an-
zugeben, um ein Konfidenzintervall zu erhalten, das eine vorgegebe-
ne Lange nicht iiberschreitet. Wenn wir uns in Erinnerung rufen, daf
0 < z < nund somit 4nz —4x? = 4x(n—x) > 0 gilt, und die Monotonie
der Wurzel beriicksichtigen, bekommen wir die Abschéatzung:

cvern c?

> = .
‘2 vn(c2+n) +n

Damit erhalten wir fiir n die Abschétzung:

2
n > c s
—

Wenn wir z. B. ein Konfidenzintervall fiir den Parameter p der Ber-
noulliverteilung mit dem Vertrauensniveau 0.95 bestimmen wollen, so
daf die Intervallange nicht grofer ist als 0.1, dann kénnen wir uns nun
den minimalen Stichprobenumfang berechnen. Dazu lesen wir aus der
Tabelle das 0,025-Quantil der Standartnormalverteilung ab. Der Para-
meter ¢ ist dann der Betrag davon, also 1,96. Damit haben wir:

1.962

n > —1.96% = 34.5744.
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Der Stichprobenumfang mufl also mindestens 35 betragen.

Beispiel 2.1.3 In einem Referendum ist die Bevolkerung aufgerufen,
iiber die Annahme oder Ablehnung einer Gesetzesvorlage abzustimmen.
Durch eine Befragung will man eine Wahlvorhersage treffen. Ublicher-
weise wird sie in Prozenten mit einer Stelle hinter dem Komma an-
gegeben. Das bedeutet, dafl wir fiir das Konfidenzintervall die Lange
[ = 0.001 wéhlen. Damit eine solche Vorhersage einigermafien zutref-
fend ist, ist die Irrtumswahrscheinlichkeit entsprechend hoch anzuset-
zen, z. B. 0.001 . Fiir den Parameter ¢, also den 0,495-Quantil der
Standartnormalverteilung erhalten wir aus der Tabelle 2.58. Zur Pla-
nung einer Befragung gehort es, den Stichprobenumfang zu bestimmen.

Dieser ist

2.582
> 2582 = 6649.74.
"=, 001

2.2 Statistische Tests

Es wird hin und wieder behauptet, dafl Mendel bei der Auswertung sei-
ner Kreuzungsexperimente die Erbsen nicht ganz korrekt gezahlt hat
(was ihm hier allerdings nicht unterstellt werden soll). Wie ist das zu
verstehen? Das kann man sich doch nur so denken, dafl Mendel bereits
eine Vorstellung dariiber besa$}, in welchen Zahlenverhéltnissen sich ge-
wisse Merkmale vererben. Da ein Kreuzungsexperiment ein Zufallsexpe-
riment ist, werden die Zahlenverhéltnisse, in denen sich gewisse Merk-
male vererben, zufélligen Schwankungen unterworfen sein. Diese fallen
um so geringer aus, wie wir bereits wissen, je grofler der Stichproben-
umfang ist. Die Versuchung ist nun grof}, statt den Stichprobenumfang
zu erhohen (was mitunter mit praktischen Schwierigkeiten verbunden
ist), die beobachteten Zahlenverhéltnisse so zu verfélschen, wie sie nach
der Uberzeugung des Naturforschers im Idealfall sein miifiten. In diesem
Abschnitt werden wir Moglichkeiten kennenlernen, wie man mit einer
Stichprobe Hypothesen testen kann (und zwar ohne zu schummeln, was
sich ja von selbst versteht). Da die Ergebnisse eines Zufallsexperimen-
tes immer zufillig sind, treten dabei gewisse Fehler auf. Ein besonderes
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Augenmerk werden wir darauf richten, diese Fehler in den Griff zu
bekommen. Zunéchst soll jedoch ein Beispiel zur Einfithrung gegeben
werden.

Beispiel 2.2.1 In Graz in Osterreich wurden 1962 unter 3000 Gebur-
ten 1578 Jungen geboren (siehe [4]). Wir wollen die Hypothese testen,
dafl Jungen und Médchen gleich héufig geboren werden. Wenn die Hy-
pothese richtig ist, dann haben wir eine Binomialverteilung B(3000, 0, 5).
Die Hypothese p = 0,5 nehmen wir an, wenn die beobachtete Anzahl
von Jungen nicht allzusehr von 1500 abweicht. Dazu bestimmen wir
eine Zahl ¢ (wie das geht, werden wir weiter unten sehen), so dafl

P(X > C)p:075 = «,

wobei wir z. B. a = 0,01 wéhlen. Die Zufallsvariable X beschreibt die
Anzahl der Knabengeburten. Wenn diese grofier als ¢ ist, lehnen wir die
Hypothese ab. Da aber das Ereignis X > ¢ mit der Wahrscheinlichkeit
0,01 eintritt, wenn die Hypothese richtig ist, lehnen wir in in 1 %
aller Fille die Hypothese ab, obwohl sie richtig ist. In unserem Fall ist
¢ = 1564, so dafl wir die Hypothese verwerfen, und annehme, dafl

p>0,5.

Ziel eines statistischen Tests ist es, eine Hypothese, die auch Null-
hypothese Hy genannt wird, abzulehnen oder anzunehmen. Die Alter-
native heiflit Alternativhypothese und wir mit H; bezeichnet. Man sagt
auch, dafl man Hy gegen H; testet. In dem Beispiel 2.2.1 ist

Hy:p=0,5 und H;:p+#0,5.

Dabei kénnen zwei Fehler eintreten, ndamlich dafl Hy, abgelehnt wird,
obwohl Hj richtig ist. Dieser Fall tritt in dem Beispiel 2.2.1 mit der
Wahrscheinlichkeit @ = 0,01 ein. Es kann aber auch vorkommen, daf3
man Hy annimmt, aber H; richtig ist. Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
daB dieser Fall eintritt, ist ungleich schwieriger zu bestimmen.

Definition 2.2.1 1. Falls die Nullhypothese Hy verworfen wird, ob-
wohl sie richtig ist, dann heifst dieser Fehler Fehler erster Art.
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2. Wenn die Nullhypothese Hy angenommen wird, obwohl die Alter-
nativhypothese Hy richtig ist, dann spricht man von einem Fehler
zweiter Art.

Vor einer falschen Interpretation der Fehler erster oder zweiter Art
soll hier ausdriicklich gewarnt werden. Es ist ein grofler Irrtum, zu
behaupten, dafl eine Hypothese mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
richtig oder falsch ist, denn eine Hypothese trifft entweder zu oder nicht.
Die Fehler erster und zweiter Art sind Aussagen iiber das Testverfah-
ren (siehe die Definition unten) und nicht iiber den Wahrheitsgehalt
einer Hypothese. In Beispiel 2.2.1 ist der Fehler erster Art so zu in-
terpretieren, daf dieses Testverfahren in 99 % aller Félle, in denen die
Nullhypothese angenommen wird, diese auch zutrifft.

Wie wir an Hand von Beispiel 2.2.1 gesehen haben, kann man den
Fehler erster Art vorgeben.

Definition 2.2.2 FEin statistischer Test zum Niveau « fiir Hy gegen Hy
ist ein Entscheidungsverfahren, mit dem die Hypothese Hy angenom-
men oder zu verworfen wird. Dabei ist der Fehler erster Art kleiner oder
gleich a.

Es sollen nun einige wichtige statistisch Testverfahren vorgestellt
werden.

Zweiseitiger Binomialtest

Seien x1, ..., x, die Ergebnisse einer Stichprobe von Bernoulliverteilten
Stichprobenvariablen (siehe Seite 59) und x = > | ;. Wir nehmen an,
dal wir bereits eine Vorstellung iiber den Parameter p der Bernoulli-
verteilung gewonnen haben, und daf§ dieser pg betrage. Es ist also die
Nullhypothese

Hy:p=npo
gegen
Hy:p#po
zu testen. Dazu haben wir noch das Niveau a des Tests festzulegen.

Nachdem dieses geschehen ist, bestimmen wir mit dem Ergebnis der
Stichprobe ein Konfidenzintervall [p(x), p(x)] zum Konfidenzniveau v =
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1 — . Dieses Konfidenzintervall hat die Eigenschaft, dafi es im langfri-
stigen Mittel in mindestens v100% aller Fille den wahren Wert enthélt.
Falls die Hypothese Hj richtig ist, also py der wahre Parameter der Ber-
noulliverteilung ist, dann enthilt das Konfidenzintervall [p(z),p(z)] in
~100% aller Fille py. In allerhéchsten a100% aller Fille wird p, aufer-
halb liegen. Damit erhalten wir folgende Entscheidungsregel:

1. Hy: p = po wird abgelehnt, wenn py & [p(z), p(z)]

2. Hy: p = p wird angenommen, wenn py € [p(x), p(z)]

An dieser Stelle sei noch einmal daran erinnert, dafl entweder p = pg
oder p # po, also entweder Hy oder H; richtig ist. Die Werte o bzw ~
sagen nur etwas iiber die Qualitéit des Testverfahrens aus, ndmlich dafl
in hochstens a100% aller Fille Hy abgelehnt wird, obwohl die Nullhy-
pothese richtig ist.

Man kénnte nun einwenden, dafl man statt py einen anderen Wert p;
hétte wihlen kénnen, der zufélligerweise auch in dem Intervall [p(x), p(z)]
liegt. Dann héitte man p; statt py mit dem gleichen Fehler erster Art
als wahren Wert akzeptiert. Es kann aber nur einer von beiden der
wahre Wert sein. Dieser Sachverhalt ist folgendermafien zu interpretie-
ren: ist py der richtige Parameter, dann iiberdeckt das Konfidenzinter-
vall im langfristigen Mittel in v100% aller aller Fille den Wert pg und
Hy : p = pg wird angenommen. Falls jedoch p; der richtige Wert ist, wir
aber Hy akzeptiert haben, dann ist uns ein Fehler zweiter Art unterlau-
fen. Da der Fehler zweiter Art i. A. sehr schwer zu kontrollieren ist, ist
es wiinschenswert, die Nullhypothese abzulehnen. In diesem Fall ist ei-
nem dann hochstens ein Fehler erster Art unterlaufen, den man ja sehr
gut unter Kontrolle hat. So haben wir im Beispiel 2.2.1 keinen Fehler
zweiter Art begangen, sondern nur einen erster Art mit a = 0, 01.

Beispiel 2.2.2 Statistische Tests treten héufig in der Pharmazie auf.
Wir wollen die Hypothese testen, dafl ein Medikament mit der Wahr-
scheinlichkeit p = 0.5 wirkt. Es ist also die Nullhypothese Hy : p = 0.5
gegen die Alternativhypothese H; : p # 0.5. Als Niveau wéhlen wir
a = 0.05. Wir nehmen an, dal bei 20 Versuchspersonen 14 mal FEr-
folg eingetreten ist. Aus der Tabelle (siehe Anhang) entnehmen wir das
Konfidenzintervall

[0.474, 0.855)
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Abbildung 2.2: Fehler zweiter Art in Abhéngigkeit vom p € [0, 1]\{0.5}.

Die Nullhypothese wird also angenommen. Wir haben in diesem Fall al-
so keinen Fehler erster Art begangen. Wie steht es aber mit dem Fehler
zweiter Art? Dazu bestimmen wir die Anzahl k der Erfolge, fiir welche
die Nullhypothese bestétigt wird. Das sind aber gerade diejenigen k’s,
dessen Konfidenzintervalle zum Vertrauensniveau v = 1 — a = 0.95
den Wert p = 0.5 enthalten. Aus der Tabelle (siche Anhang ) entneh-
men wir die Zahlen £ = 6,7,...,14. Da wir eine Binomialverteilung
B(20,p) haben, ist die Wahrscheinlichkeit, & Erfolge zu bekommen,
durch (%?)pk(l — p)?%~* gegeben. Weil die Ereignisse, genau 6,7,...,15
Erfolge zu erzielen, disjunkt sind, konnen wir die Wahrscheinlichkeiten
addieren. Wir definieren uns eine Funktion g durch

14 /90
glp) = ( )p’“(l —p)* "
i \ F

Falls nun p nicht der Nullhypothese entspricht, dann liefert g(p) die
Wahrscheinlichkeit, einen Fehler zweiter Art zu begehen. Die Nullhy-
pothese wird némlich fiir die Werte k = 6, ..., 14 angenommen, obwohl
nicht notwendigerweise p = 0.5. Die Graphik 2.2.2 zeigt den Verlauf
des Graphen von ¢(p). Man sieht sehr deutlich, da§ der Fehler zwei-
ter Art um so grofler wird, je mehr sich p dem Wert 0.5, welcher der
Nullhypothese entspricht, néhert.

&®

Eine Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler zweiter
Art zu minimieren, besteht darin, den Stichprobenumfang zu erhohen.
Dann erhélt man nédmlich ein kleineres Konfidenzintervall (siehe Sei-
te 71), d. h. fiir weniger ”Erfolge” wird die Nullhypothese bestétigt.
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Eine andere Moglichkeit die Wahrscheinlichkeit zu minimieren, einen
Fehler zweiter Art zu begehen, liegt darin, ihn zu vermeiden. Wie oben
bereits erwéahnt, ist das dann der Fall, wenn die Nullhypothese abge-
lehnt wird. Dann wissen wir, daf§ mit Wahrscheinlichkeit v =1 — « die
Alternativhypothese richtig ist. Dazu soll nun ein Beispiel beschrieben
werden. In ihm wird auch noch erldutert, wie man bei groflen Stichpro-
benumfingen verfahren kann.

Beispiel 2.2.3 In Berlin wurden 1995 insgesamt 28561 Babys gebo-
ren. Davon waren 14715 ménnlich und 13846 weiblich (siehe [12]) Wir
wollen die Hypothese testen, dal die Wahrscheinlichkeit fiir eine Kna-
bengeburt 0.5 betrégt. Als Niveau des Tests wahlen wir o = 0.05. Da
der Stichprobenumfang sehr grof ist, werden wir nach Satz 2.1.3 die Bi-
nomialverteilung durch die Normalverteilung approximieren. Nach der
Formel 2.1.3 erhalten wir das Konfidenzintervall zum Vertrauensniveau
y=1—-—a=0.95:
I =10.509415,0.521007].

Da 0.5 ¢ I, lehnen wir die Hypothese ab. Damit haben wir auch keinen
Fehler zweiter Art begangen.

Einseitiger Binomialtest

Nachdem wir mit dem zweiseitigen Binomialtest eine Nullhypothese
der Form Hy : p = py gegen Hy : p # po getestet haben, wird beim
einseitigen Binomialtest eine Nullhypothese der Form Hy : p > py gegen
Hy :p < py bzw. Hy : p < pg gegen Hy : p > po getestet. Beim
zweiseitigen Binomialtest sind zwei Werte zu bestimmen, ndmlich die
obere und untere Grenze des Konfidenzintervalls zum vorgegebenen
Niveau. Beim einseitigen Binomialtest wird es dann ein Wert sein. Wenn
wir Hy : p > po gegen Hy : p < pg testen wollen, dann suchen wir die
grofite Konstante k& mit der Eigenschaft

P,(X <k) <.

P,, ist die Wahrscheinlichkeit der Binomialverteilung mit dem Para-
meter py. Dieser Parameter entspricht gerade noch der Nullhypothese
Hy. Falls der beobachtete Wert x kleiner als £ ist, wird H, abgelehnt,

andernfalls wird Hy nicht verworfen.
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Beispiel 2.2.4 Die Beispiele 2.2.1 und 2.2.3 legen die Vermutung nahe,
dafl die Wahrscheinlichkeit fiir die Geburt eines Jungen gréfer als 0.5
ist. Wir wollen mit dem Datenmaterial aus Beispiel 2.2.3 die Hypothese
Hy : p > 0.5 gegen H; : p < 0.5 fiir die Wahrscheinlichkeit einer
Knabengeburt testen. Das Niveau des Tests legen wir mit 0.05 fest

Nach Satz 2.1.3 ist v
7, = _An TP (2.3)
np(1 —p)

mit guter Ndherung standartnormalverteilt. Aus der Tabelle entnehmen
wir —1.64 fiir das 0.05-Quantil der Standartnormalverteilung. Wenn
wir diesen Wert fiir Z,, in die Gleichung (2.3) einsetzen, fiir p = 0.5 und
fiir n = 28561 sowie nach X,, auflésen, dann bekommen wir:

Xogser = 14141.9.
Durch Runden erhalten wir dann:
Pos(X <14142) < 0.05.

Da der beobachtete Wert 14715 grofler als 14142 ist, wird die Nullhy-
pothese angenommen.

Nun wollen wir uns iiberlegen, wir man Hy : p < pg gegen H; :
p > po zum Niveau « testet. In Analogie zum ersten Fall gelten die
folgenden Regeln:

1. Bestimme das kleinste & mit

P, (X >k)<a.

2. Hy wird abgelehnt, falls fiir den beobachteten Wert x gilt « > k.

3. Hy wird nicht abgelehnt, falls x < k.

Beispiel 2.2.5 Da wir in Beispiel 2.2.4 die Nullhypothese angenom-
men haben, und somit eventuell einen Fehler zweiter Art begangen ha-
ben, wollen wir nun den Test etwas abwandeln, um einen Fehler zwei-
ter Art moglicherweise zu vermeiden. Wenn wir Hy : p < 0.5 gegen
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H, : p > 0.5 testen, haben wir eine Chance, die Nullhypothese abzuleh-
nen. Dabei gehen wir fast genauso vor, wir in Beispiel 2.2.4. Nur setzen
wir in Gleichung (2.3) fiir Z,, statt des a—Quantils das 1 — a—Quantil
ein. Es betrdgt 1.64. Nach elementarer Rechnung erhalten wir fiir un-
sere Konstante & den Wert 14419. Da 14715 > 14419, lehnen wir die
Nullhypothese ab.

Beispiel 2.2.6 Ein Holzhédndler will einen Wald kaufen, jedoch nur
dann, wenn nicht mehr als 30 % der Baume durch das Waldsterben
geschidigt sind. Um den Anteil der kranken Biume zu bestimmen,
werden 30 Baume gefillt. Von denen sind neun krank und 21 gesund.
Soll der Holzhéndler den Wald nun kaufen? Um ihm bei der Entschei-
dung behilflich zu sein, stellen wir die Nullhypothese auf, dafl mehr als
30 % der Baume beschidigt sind, und raten ihn zum Kauf, wenn diese
Hypothese verworfen wird. Wir haben uns noch mit dem Holzhéndler
auf ein Niveau des statistischen Tests zu verstdndigen. Aus kaufménni-
schen Erwigungen schldgt der Holzhéndler ein Niveau von 0.05 vor,
da er es langfristig in 5 % aller Félle verschmerzen kann, einen Wald
zu kaufen, in dem mehr als 30 % aller Baume krank sind. Einen Feh-
ler zweiter Art ist bei dieser Vorgehensweise nicht zu befiirchten. Fiir
den Test ist jetzt im wesentlichen noch dafi 0.05-Quantil der Binomial-
verteilung B(30,0.3) zu bestimmen. Da dieses gleich vier ist, wird die
Hypothese angenommen. Mit anderen Worten: Wenn der Holzhéndler
den Wald nur dann kauft, wenn von 30 Bidumen nicht mehr als vier
geschidigt sind, dann kann er davon ausgehen, daf langfristig in nur 5
% aller Falle mehr als dreiBfig % aller Baume krank sind. Es sei noch
bemerkt, dal wir hier angenommen haben, dafl die Anzahl der gefillten
Béume von dreiflig im Vergleich zu der Anzahl aller Baume im Wald
verschwindend klein ist. Dann kénnen wir namlich die Hypergeometri-
sche Verteilung, die wir eigentlich zu grunde legen miifiten, durch die
Binomialverteilung approximieren (siehe Satz 1.4.3). In der Ausdrucks-
weise der Urnenmodelle bedeutet das, dafl wir ein Urnenmodell mit
Zuriicklegen betrachten, obwohl wir einen geféllten Baum nicht wieder
einpflanzen kénnen.
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